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Dies ist eine Zusammenstellung der schriftlichen Ausarbeitungen, die wegen der
weltweiten Pandemie anstatt von Présenzvortriagen fiir das Seminar Anzahlen end-
licher Gruppen an der Heinrich-Heine-Universitédt Diisseldorf im Sommersemester
2020 abgegeben wurden. Die Vortrége nahern sich anhand des Buches ‘Enumeration
of Finite Groups’ von S. R. Blackburn, P. M. Neumann und G. Venkataraman dem
Satz von Pyber iiber die Anzahl der Isomorphieklassen endlicher Gruppen einer
bestimmten Ordnung an.






KAPITEL 1

Einfiihrung ins Thema
MOoORITZ PETSCHICK

1. Die Fragestellung und ihre Formulierung

Dieses Seminar beschiéftigt sich mit folgender Fragestellung:
Wieviele Gruppen der Ordnung n € N gibt es?

Liest man dies wortlich erhalt man keine sinnvolle Antwort, denn natiirlich
kann man durch Umbennung der Elemente einer einzigen Gruppe beliebig viele
neue Gruppen erhalten. Jede Menge derselben Kardinalitéit stellte eine Gruppe
dar, und die folgerichtige Antwort auf die Frage wére: ,Die Klasse aller Gruppen
der Ordnung n ist unabhéngig von n eine echte Klasse (und damit keine Menge).*

Diese Antwort ist nicht jene, die wir suchen. Daher schridnken wir uns weiter
ein und fragen:

Wieviele Isomorphieklassen von Gruppen der Ordnung n € N gibt es?

Die Antwort auf diese Frage kann man nun in einer Funktion darstellen. Als
generelle Konvention nennen wir diese

f:NoN

n +— # Menge aller Isomorphieklassen von Gruppen der Ordnung n.

Andere solche Zdhlfunktionen werden wir &hnlich benennen und eventuell mit
Subskripten ausstatten.

Zuriick zu unserer Frage. FEin sinnvoller erster Versuch zu einer Antwort wére
es, die ersten Werte von f zu berechnen. Fiir kleine Zahlen sind diese Werte schon
lange bekannt, und mit Hilfe grundlegender Sétze und Methoden kann man sie
selbst nachrechnen. Bis n = 16 sind die Werte in Tabelle 1 wiedergegeben.

n ‘1 2 3 45 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
fm 1 11212152 2 1 5 1 2 1 14
TABELLE 1. f(n) fiir kleine Werte von n.

Wer mehr sehen mochte, kann sich diese (die erste!) Folge der The On-Line
Encyclopedia of Integer Sequences ansehen. Noch mehr findet man in der Arbeit von
Besche, Eick und O’Brien, wobei wir vor allen an den beiden folgenden Resultaten
daraus interessiert sind:


https://oeis.org/A000001
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F(21%) = £(1024) = 49487365422
2000
> f(n) = 49910529484
n=1

Das heifst, dass % ~ 99,15% aller (Isomorphieklassen von) Gruppen
der Ordnung < 2000 von Ordnung 2!° sind! Schaut man sich die obige Tabelle noch
einmal an, stellt man ein ganz dhnliches Verhalten im kleinen fest. Es sind 14 von
42, also immerhin ein Drittel, der Gruppen von Ordnung < 16 genau von Ordnung
16.

Auf der anderen Seite kennen wir den Satz, dass alle Gruppen von Primzahl-
ordnung zyklisch sind, das heit, dass fiir alle Primzahlen p gerade f(p) = 1 gilt.
(Andersherum gilt das nicht: Obwohl 15 nicht prim ist, gilt f(15) = 1.) Damit
driangt sich folgende Vermutung auf: Der Wert f(n) is grof, wenn n viele Teiler
hat, und klein, wenn n wenige Teiler hat. Konkreter wollen wir folgende Mafke fiir
die arithmetische Grifle einer natiirlichen Zahl definieren:

DEFINITION 1.1. Sei n € N eine positive ganze Zahl mit Primfaktorzerlegung

¢
o
n=]Iw
i=1

dass heifst p; ist prim und a; € Nfiir i = 1,...,4, und p; = p; impliziert i = j. Wir
definieren

Achtung! Die Funktion p ist nicht die héufig in der Zahlentheorie verwendete
Mobius-Funktion, die oft ebenfalls mit p bezeichnet wird.

AuRerdem erkennen wir, dass unmoglich scheint eine exakte Formel fiir f(n)
anzugeben. Was wir suchen ist also eine Abschdtzung fiir den Wert von f abhéngig
von n. Um auch dieses zu prézisieren definieren wir:

DEFINITION 1.2. Seien k,l: N — R zwei Funktionen. Wir schreiben
k(n) < O(l(n))
(und analog <,=) falls eine positive Zahl M € R, existiert, sodass ein ng € N
exisiert, ab welchem fiir alle n > ng € N die folgende Abschétzung gilt:
k(n) < Mli(n).
Diese Konvention nennt man Landau-©-Notation.

BEISPIEL 1.3.

(1) Einige Klassen von Funktionen lassen sich durch das Landau-© einfach
beschreiben. Zum Beispiel sind die beschrinkten Funktionen gerade die
Funktionen k, fir welche k& < O(1) gilt. Dabei beschreibt 1 die konstante
Funktion.
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(2) Von grofsem Interesse ist es, wie sich Zahlfunktionen in die Hierarchie von
polynomiellen, also ©(P) mit einem Polynom P, und exponentiellen, also
O(exp), einordnen.

2. Resultate

Im Verlaufe des Seminars werden wir die Beweise fiir die beiden folgenden
Resultate iiber die approximative von f untersuchen. Dabei gelten diese zunéchst
nur fir Primzahlpotenzen, was aber im Angesicht der im vorherigen Abschnitt
erkldrten Vermutung ein plausibler Startpunkt ist.

SATZ 2.1. Sei p eine Primzahl. Dann gilt fiir natirliche Zahlen m € N
f(pm) > p%ms—@(mQ).

SATZ 2.2. Sei p eine Primzahl. Dann gilt fiir natirliche Zahlen m € N
f(pm) S p2—27’rn3+(9(7n%).

Tatséchlich liegen wir damit schon in einem engen Wachstumsfenster. Beachtet
man, dass u(p™) = m = A\(p™) gilt, stellt sich die Frage danach, welches arithme-
tische Grofenmafl die Potenz verallgemeinert.

In der zweiten Hilfte des Seminars beschéftigen wir uns mit einem Spezialfall
des Satzes von Pyber, dessen allgemeine Form eine sehr prézise Antwort auf unsere
zentrale Frage liefert:

Sarz 2.3. Es gilt:

f(n) < () +O(u(m) )

3. Elementare Abschitzungen

DEFINITION 3.1 (Hierachie von gruppendhnlichen algebraischen Strukturen).
(1) Eine nicht-leere Menge M mit einer Operation

M xM—-M

heifst Magma.
(2) Ein Magma M mit einem Element 13, mit der Eigenschaft

lM-m:m:m~1M

fiir alle m € M heifst unitdres Magma. Das Element 1), heifst neutrales
Element.

(3) Ein Magma, in dem das Assoziativgesetz gilt, heifst Halbgruppe.

(4) Ein Magma M mit der Eigenschaft, daf fiir alle m,n € M Elemente
xz,y € M existieren, sodafl

m-x=nundy-m=mn
gelten, heifst Quasigruppe.

Jedes endliche Magma wird vollstandig durch seine Multiplikationstafel (auch
Cayley-Tafel genannt) beschrieben, also durch die Matrix (m - n)m nem € MIMPE,
Dadurch 188t sich die Anzahl der mdéglichen Magmas einer bestimmten Groéfie ein-
fach abschétzen. Es gilt:

n2

fMagma(n) S n
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Da Magmas keine algebraischen Eigenschaften (wie Assoziativitit, Kommutativitét,
&c.) erfiillen miissen, definieren wir den Isomorphimsus von Magmas als Bijektion
der unterliegenden Mengen. Natiirlich soll fuyagma die Zahl der Magmas bis auf
Isomorphie beschreiben. Also wissen wir, daf eine untere Schranke fiir fyagma durch

2
n
n

n!
gegeben wird.

Wie zu erwarten bringt uns diese Abschétzung noch kaum einen Schritt an
die Resultate fiir Gruppen heran. Auch der Ubergang zu unitdren Magmas ist
nicht bedeutsam, da bei diesen lediglich eine Spalte und Zeile in der Cayley-Tafel
festgelegt ist (die des neutralen Elementes), d.h.

nn—12 42
m S funi.Magma(n> S nn ! .
GroRere Hoffnung einer Annéherung an die Ergebnisse fiir Gruppen liegt im Uber-
gang zu Halb- oder Quasigruppen.

SATZ 3.2. Sei e > 0. Dann existiert ein ng € N, sodaf fir alle n > ng folgendes
gilt:

N2
fHalbgruppen(n) > n(l en .

BEWEIS. Die Idee ist es, strukturell sehr einfach zu beschreibenden Halbgrup-
pen zu konstruieren. Sei M # ) eine durch < linear geordnete Menge, d.h. bis
auf Umbenennung {0,...,|M| — 1} mit der natiirlichen Ordnung. Wahle m € M
beliebig und definiere

i 0, falls i <m oder j <m
1= beliebig in {n € M |n <m} andernfalls.

Unabhéngig von der konkreten Wahl im zweiten Fall erhalten wir eine Halbgruppe:
Es gilt fiir alle 4, j,k € M

<m <m
Es gilt also fiir jedes m € M
(n—m)?
m
fHalbgruppen (TL) > !
n!
Wiihlt man m := n(1=29 ergibt sich
_1.
fHalbgruppen(n) > n(liéé)(ninl : )
Fiir groke n € N gilt damit fiapgruppen(n) > n1=977, 0

Trotz Assoziativitiit bleiben wir also sehr dicht an n™ . Die niichste Hoffnung
sind die Quasi-Gruppen. Um diese besser zu verstehen betrachten wir folgendes
Lemma:

LEMMA 3.3. Ein Magma M ist genau dann eine Quasigruppe, wenn seine Mul-
tiplikationstafel ein lateinisches Quadrat ist, d.h. wenn in jeder Zalte und Speile
jedes Element von M genau einmal vorkommdt.
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BEWEIS. Angenommen M ist eine Quasigruppe. In der Spalte von m € M
taucht n € M auf, denn es existiert z € M mit m - x = n. Analoges gilt fiir die
Zeilen der Tafel, mit der Existenz von y € M, sodaf y - m = n. Die Riickrichtung
ist klar. (]

Leider ist die Zahl der Lateinischen Quadrate einer fixen Grofse ein Mysterium;
es ist keine Asymptotik bekannt. Aber ein Satz von M. Hall besagt:

1n2_0(n n?
n?2 (n) < fLatcinischc Quadratc(n) <n".

Also reicht auch die Invertierbarkeit nicht fiir eine signifikante Reduktion der Anzahl
der Objekte aus. Man mufs also tatséichlich alle drei Eigenschaften der Gruppe —
Assoziativitdt, Invertierbarkeit und Unitaritdt — gleichzeitig betrachten.

SaTz 3.4 (Elementare obere Schranke). Es gilt
f(n) < n™m),
BEWEIS. Definiere den Rang von G durch
d(G) = min{|X| | X C G,(X) = G},
also als die minimale Grofse eines Erzeugendensystems von G. Dann gilt
A|GI) = d(G).
Dies wird wie folgt bewiesen: Sei
G=G,>Gr_1> >G> Gy={1}

eine maximale Kette ineinander enthaltener Untergruppen von G. Wihle fiir jedes
i € {1,...,r} ein Element g; € G; \ Gj—1. Dann gilt (g; | i € {1,...,7}) = Gj,
denn wére (g; | ¢ € {1,...,7}) < G, konnte man die Kette verfeinern. Damit ist
r > d(G). Nach dem Satz von Lagrange gilt

i=1

Damit ist nun r < A(|G|), denn A(|G]) ist die maximale Lénge eines Produktes von
Zahlen aus Ny, welches |G| ergibt. Dies beweist die Behauptung A(|G|) > d(G).
Nach dem Satz von Cayley gilt bis auf Isomorphie G < Sym(|G]). Also

f(n) < #Untergruppen der Ordnung n von Sym(n)
< #A(n)-erzeugte Untergruppen der Ordnung n von Sym(n),
nach obiger Behauptung, und konsequenterweise
f(n) < #A(n)-elementige Teilmengen von Sym(n)
= ()M
< ),






KAPITEL 2

p-Gruppen: Grundlagen

LASSAAD METHNANI

1. Die Kommutatoruntergruppe

DEFINITION 1.1. Sei G eine Gruppe, fiir z, y € G nennt man [z,y] = 2~ 'y~ loy
den Kommutator von z und y. Die von allen Kommutatoren erzeugte Untergruppe
G’ heifst Kommutatorgruppe von G. Die Kommutatorgruppe von G’ bezeichnen wir
mit G — G, allgemein betrachten wir die héhere Kommutatorgruppe G*+1) =

(GW)".
BEMERKUNG 1.2. Sei G eine Gruppe und X,Y C G.

(1) X,;3YCG— [X,Y]2(X,Y)CQG.
(2) [X,Y] < X © Y < Ng(X).
(3) Fiir jede Gruppenhomomorphismus f : G — H gilt

FIXY]) = [f(X), f(Y)].
BEISPIEL 1.3. Zu Kommutatoruntergruppen:
(1) [Sn,Sn] = Ay, fiir n > 1.
{id} firn=1,2,3
(2) [An, An]l =< Wy fiir n =4
A, fir n > 5.

LEMMA 1.4. Sei G eine Gruppe, fir x,y,z € G und ¥Yn € N gilt:

[y, 2] = [, 2"y, 2] = [, 2]z, 2, 9][y, 2]
[z, y2] = [w, 2], y]” = [, 2][z, ][, y, 2]
L)z, a7t y]® (Die Wittsche Identitit)

[yl = ([, g ™) = [z, 9,271 a, g
[2,y7 " = (e, 9] ™) = [, g,y o y) ™!
[2,y,2) = ([z, 2~y )™ ([ 27 2] 7)™
y, "] = [y", 2] = [y, 2]"
(zy)" = a"y" [y, ] 2" "D

BEWEIS. Durch einfaches Nachrechnen. O

9
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LEMMA 1.5 (Das drei Untergruppen-Lemma). Sei G eine Gruppe und A, B,C
Untergruppen von G. Gelten [A, B,C| = 1 und [B, C, A] = 1, dann auch [C, B, A] =
1.

BEWEIS. Sind a € A, b € B und ¢ € C, so folgt [a,b,c] = [b,c,a] = 1 nach
Voraussetzung und daher auch [¢,b,a] = 1 nach der Wittschen Identitét, denn die
Konjugation ist ein Automorphismus und muss 1 auf 1 abbilden. Also vertauscht
jedes a € A mit jedem [c,b] und daher mit der davon erzeugte Gruppe [C, B] und
daraus folgt [C, B, A] = 1. O

DEFINITION 1.6. Sei G eine Gruppe, die untere Zentralreihe G1, G2, G3 ... von
G ist definiert durch G; = G und G;41 = [G;, G] fiir jede positive ganze Zahl i.
G; heiflt der ¢ — te Term der unteren Zentralreihe von G und diese sind charakte-
ristische Untergruppen von G.

SATZ 1.7. Sei G eine GruppeNi,j € Z gilt
[Gi,Gj] < Giyj.

BeEwEIs. Induktion nach j:
j = 1ist klar (Definition der unteren Zentralreihe).
j > 1: Wenn wir G bei Bedarf durch den Quotient G/G;4; ersetzen, kénnen wir
annehmen, dass G4, = {1}. Unsere induktive Hypothese impliziert, dass

(Gi,Gj—1,G] < [Giyj—1,G] = Giyy = {1}

und [G,Gi,Gj_l] = [Gi,G,Gj_l] = [Gi+1,Gj_1] < Gi+j = {1} Das Lemma 1.5
impliziert, dass

(G, Gj] = [G},Gi] = [Gj-1,G,Gi] £ [Gi,G-1,G[G, Gy, Gj1] = {1} = Giyj.
O

2. Nilpotente Gruppen

DEFINITION 2.1. Eine Gruppe G heifst nilpotent, wenn es eine in der trivialen
Gruppe endenden Zentralreihe in G gibt. Das heifft es gibt Normalteiler N; < G
mit 1 = NO ﬂ N1 Sl N2 s ﬂ Nc = G und Ni+1/Ni = Z(G/NZ)

Sei G eine Gruppe, Zo(G) = 1, Z1(G) = Z(G) und Vi : Z;11(G)/Z;(G) =
Z(G/Zi(G)). Z;(G) heifst die i-te Zentrum von G und Zp(G) < Z1(G) < --- <
Z;(@) die aufsteigende Zentralreihe von G. G ist nilpotent, falls Z,,(G) = G fiir ein
n € N.

LEMMA 2.2. Fiir eine nilpotente Gruppe G gilt:
e U<G—=U<Ng(U) (G erfillt die Normalisator-Bedingung).

e Jede maximale Untergruppe in G ist normal.
o G ist direktes Produkt seiner Sylowgruppen.

BEISPIEL 2.3. Zu nilpotenten Gruppen:

(1) Abelsche Gruppen sind nilpotent (Z(G) = G).

(2) Jede endliche p-Gruppe ist nilpotent. (Jede endliche p-Gruppe besitzt ein
nichttriviales Zentrum.)

(3) Die Frattinigruppe ist nilpotent.

(4) Ss ist nicht nilpotent, da Z;(S3) = 1,Vi > 0.
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SATZ 2.4. Sei G eine Gruppe, die durch eine Menge S erzeugt ist. Sei T eine
Teilmenge von G;, deren Bild in G;/Giy1 erzeugt. Dann wird Gi11/Giy2 von der
Menge {[t, s]Gi+2/t € T,s € S} erzeugt.

SATZ 2.5. Sei G nilpotent und H eine Untergruppe von G. Wenn HyG3 = Go,
dann ist H; = G; Yi > 2.

IDEE DES BEWEISES. Wir beweisen zuerst, dass H,G,+1 = G, Vr > 2. Induk-
tion nach r :
r = 2: Ist klar nach Induktionsannahme. Also angenommen r > 2 und H,G411 =
Gefir2<s<r
HT‘G7’+1 g Gr
ist klar und wir miissen beweisen, dass G, < H,.G,41.
Wir betrachten zwei Ergebnisse (ohne Beweis):

[KL, M| < [K, M][L, M|Gry1 (3.10 im Buch)
[H.—1,G] < [G,H,_2,H|[H,G,H, _2]G,11 (3.11 im Buch)
Es folgt
G, =[G,1,G]
[Hy—1G,, G]

— H, 1. GG (3.10)
<|G,H._s,H|[H,G, H,_3]Gri1 (3.11)
< [Gr-1, H][G2, Hy—2])Gr i1 (Proposition 1.7)
= [H,1G,, H|[HyG3, H, 3]Gy 41

= [H,—1, H|[G,, H|[H2, H,_5][G3, Hy 3]G\ 11 (3.10)
= H,Gy1 (Proposition 1.7).

Als néchstes beweisen wir, dass G; = H;Gy fir k > 1und i > 2. Fir k=1
ist das schon bewiesen. Fiir £k > 1 und G; = H;G1-1 gilt: G; = HiGip—1 =
H,H;-1Givr, = H;G;1. Wir gehen davon aus, dass G nilpotent ist, also G, =
{1} und es folgt: G; = H; O

3. Die Frattiniuntergruppe

Die Frattinigruppe oder genauer die Frattiniuntergruppe ist eine spezielle Un-
tergruppe einer gegebenen Gruppe. Mit ihrer Hilfe kann insbesondere die Struktur
endlicher p-Gruppen untersucht werden. Sie ist benannt nach dem italienischen
Mathematiker Giovanni Frattini.

DEFINITION 3.1. Ist G eine Gruppe, dann ist die Frattinigruppe ®(G) definiert
als der Schnitt aller maximalen Untergruppen von G.

O(G)={U | U <max G}
Hat G keine maximale Untergruppe, so setzt man ®(G) = G.

LEMMA 3.2 (Frattini-Argument). Ist N <G und P eine p-Sylowgruppe von N,
dann gilt
G = Ng(P)N.

LEMMA 3.3. Fir alle Gruppen G gilt:
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(1) ®(Q) ist nilpotent.
(2) (I)(G) Schar G.

BEISPIEL 3.4. Zu Frattiniuntergruppen:

o O(S3)=1.

LEMMA 3.5. Sei G eine endliche Gruppe und X eine Teilmenge von G. Dann
erzeugen ®(G) und X zusammen G, genau dann wenn X die Gruppe G erzeugt.
(Das heifit ®(G) ist die Menge der Nichterzeuger von G.)

BEWEIS. Eindeutig bedeutet G = (X), dass G = (X |J ®(G)).
Fiir das Gegenteil nehmen wir an, dass G # (X). Dann ist (X) in einem maximalen
Untergruppe M von G enthalten.

Da ®(@) der Schnitt aller maximalen Untergruppe von G ist, haben wir ®(G) < M.
Aber jetzt (X |JP(G)) < M < G und so ist G # (X |J (G)). O

Wenn G eine p-Gruppe ist, dann haben die maximale Untergruppen von G eine
besondere einfache Form.

KOROLLAR 3.6. Sei G eine endliche p-Gruppe. Dann ist jede mazximale Unter-
gruppe M von G normal und hat den Index p in G.

LEMMA 3.7. Sei G eine endliche p-Gruppe. Dann ist G/®(G) eine elementare
abelsche p-Gruppe der Ordnung p®, wobei d die minimale Anzahl der Erzeuger von

G ist.

Auferdem ist ®(G) = GPG', wobei GP die von der Menge {zP : x € G} erzeugte
Untergruppe ist.

LEMMA 3.8. Sei G eine endliche p-Gruppe und B die Gruppe von Automor-
phismen von G, die den Identititsautomorphismen auf G/®(QG) induziert. Dann ist
B eine p-Gruppe.

BEWEIS. Angenommen B ist keine p-Gruppe. Es gibt also € B und die Ord-
nung von z ist keine Potenz von p. Sei ¢ die Ordnung von z, wobei ¢ # p (g ist ein
Primzahl). Sei g € G. Da x den Identitdtsautomorphismus auf G/®(G) induziert,
vertauscht z die Elemente in der Nebenklasse g®(G). Jede Zyklus von = hat ent-
weder die Linge 1 oder gq.

Da |g®(G)| eine Potenz von p hat (und ein Potenz von p kein Vielfaches von ¢
ist), konnen nicht alle diese Zyklen die Lange ¢ haben. Daher fixiert  ein Element
in jeder Nebenklasse g®(G) von ®(G) in G. Insbesondere erzeugen G die Elemen-
te in G, die durch z festgelegt sind. Da = ein Erzeugendensystem von G festhélt,
stellen wir fest, dass = der Identitdtsautomorphismus ist.

Diese widerspricht der Tatsache, dass « die Ordnung ¢ hat. 0

SATZ 3.9. Sei G eine endliche Gruppe. Dann ist G genau dann nilpotent, wenn
G' < 9(G).

BEWEIS. Angenommen G ist nilpotent.
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Das heifst jede Untergruppe H von G ist in ihrem Normalisator enthalten. Um
dies zu sehen, sei ¢ die grofte ganze Zahl, so dass G; nicht in H enthalten ist. Dann
[Gi, H] < Gij+1 < H und damit G; < Ng(H)). Insbesondere ist jede maximale Un-
tergruppe M von G normal. (G/M)’ ist eine echte Untergruppe von G/M, (G/M)’
ist trivial und daher ist G/M abelsch. Somit ist G’ < M fiir jede maximale Unter-
gruppe M von G und G’ in der Schnittmenge ®(G) aller maximalen Untergruppen
von G enthalten.

Um das Gegenteil zu beweisen, nehmen wir an, dass G’ < ®(G). (Und damit
insbesondere, dass jede maximale Untergruppe von G normal ist).

Sei P eine Sylowuntergruppe von G und wir suchen nach einem Widerspruch, dass
N¢(P) eine echte Untergruppe von G ist. Dann ist Ng(P) < M fiir eine maximale
Untergruppe M von G. Nun ist P < M und damit P eine Sylowuntergruppe der
normale Untergruppe M. Nach dem Frattini-Argument ist Ng(P).M = G, aber
N¢(P) < M. Widerspruch!

Somit ist jede Sylowuntergruppe von G normal und daher ist G nilpotent. O






KAPITEL 3

p-Gruppen: Higmans untere Schranke
CHRISTIN KATZGRAU

1. Wichtige Ergebnisse aus der Linearen Algebra

Hier geht es um die Aufzéhlung von Ergebnissen aus der L.A., Wiederholung
von Standardsachen und den daraus reslutierenden Folgerungen fiir einfache abel-
sche Gruppen. Hierbei wird ¢ eine p-Potenz sein und F, ein endlicher Kérper mit
q Elementen. Beweise werden hier keine gefiihrt.

Satz 1.1. Sei V ein d dimensionaler Vektorraum dber Fy. Dann existieren

@@=1-("=a)-.-(¢"=d""
Maéglichkeiten fiir eine Rethenfolge vy, .. ., v von linear unabhdngigen Vektoren.
Im Besonderen gilt
2
|GL(d, )| = (¢* = 1) - (¢* —q) ...~ (¢" —¢* ") < ¢
BEWEIS. Anwendung der linearen Algebra und einfaches Nachrechnen. O

SATZ 1.2. Sei V ein Vektorraum tber F, mit Dimension d. Fir 0 < k < d sei
ng,, die Anzahl der k-dimensionalen Untervektorrdume von V. Dann gilt:

b2 @ =D(g"=q) (¢ = ¢")
@D (=) (F Y

Desweiteren gilt:

¢AP < N < ga—k=1)
BEWEIS. Folgt aus dem ersten Satz. (]

Da man eine einfache p-Gruppe als Vektorraum iiber F, auffassen kénnen,
erhalten wir aus dem oberen Satz folgendes Korollar.

KOROLLAR 1.3. Sei p eine Primzahl und sei P eine einfache abelsche Gruppe
der Ordnung p® . Dann hat P exakt nk,q Untergruppen der Ordnung .

Nun wollen wir ein paar Standardergebnisse fiir die alternierenden Abbildun-

gen anschauen.

Seien V' und W Vektorrdume iiber einem Korper F. Genau wie fiir abelsche
Gruppen ist eine Abbildung ¢ : V' x V' — Walternierend, wenn ¢(v,v) =0V v €V
gilt.

15
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Hat W die Dimension 1 iiber F', so sagen wir, dass ¢ eine alternierende Abbildung
von V ist. Fiir einen Untervektorraum U von F definieren wir U+ durch
Ut ={ueV|p(u,v) =0¥v € V}.

Das Radikal R einer alternierenden Abbildung auf V' ist die Untergruppe, die
durch V+ definiert wird. Also

R = {u € V|p(u,v) =0Vv € V}.

Ist R trivial, so sagen wir, dass ¢ nicht ausartend ist. Nicht ausartend bedeuted,
dass die Darstellungsmatrix invertierbar beziiglich der Basis ist.

Eine Basis u1,...,u,,v1,...,v, von V ist symplektisch (im Bezug auf ¢), wenn
fir alle 4,5 € {1,...,r} gilt:

¢(ui7uj) =0
¢(vi,v;) =0

1, wenn ¢ =j
Ui, Vi) =
91 03) {O, sonst
SATZ 1.4. Sei V ein endlich dimensionaler Vektorraum tiber F und sei ¢ :
V xV — F eine nicht ausartende Abbildung auf V. Dann ezistiert eine Basis
ULy voy Uy V1, - -, 0 auf V', die symplektisch ist im Bezug auf V. Hierbei muss die
Dimension gerade sein.

BEWEIS. Anwendung von Prinzipien aus der linearen Algebra. [

SATZ 1.5. Sei V ein endlicher 2r dimensionaler Vektorraum tber Fy und sei ¢
eine nicht ausartende Abbildung auf V. Dann ist die Anzahl der Basen fir V, die
symplektisch im Bezug auf ¢ sind:

— p— p— 2 p—
@ =1 (=) (P - g=q" (-1 (TP
Dies ist genau die Ordnung von Sp(2r,q).

BEWEIS. Induktion iiber die Dimension. |

2. p-Gruppen : Eine untere Schranke

Sei p nun eine bestimmte Primzahl. Fiir jede ganze Zahl m ist f(p™) die Anzahl
der Gruppen (bis auf Isomorphie) mit Ordnung p™.
Dieses Kapitel wird zeigen, dass

fpm) > pEm (m=9)

ist.
Diese Gleichung wollen wir in diesem Kapitel beweisen.

DEFINITION 2.1 (relativ freie Gruppen). Sei r eine positive ganze Zahl. Sei F,.
eine freie Gruppe von Rang r, und N der Normalteiler erzeugt von allen Wortern
der Form 27” [z, y]? und [z, v, z]. Beachte, dass alle Wérter der Form [zP,y] in N
liegen.

Die Gruppe G, = F,./N ist die relativ freie Gruppe in der Varietit von p-Gruppen
von ¢-Klasse 2. Eine p-Gruppe hat ¢-Klasse 2, wenn es eine Untergruppe H € Z(G)
von G gibt, so dass G/H abelsch ist.
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Wir identifizieren die Elemente z; mit ihrem Bild in G,.. Durch diese Abbildung
Z1,...,T, erzeugen wir G,.

LEMMA 2.2. Sei H eine Gruppe der ¢-Klasse 2 und seien y1,...,y, € H. Dann
existiert ein Homomorphismus ¢ : G — H, so dass ¢(x;) = y; firie {1,...,r}.

BEWEIS. Da Fi. eine freie Gruppe ist, existiert ein eindeutiger Homomorphis-
mus ¢ : F,. — H so dass ¥(z;) = y;Vi € {1,2,...,r} gilt. Durch unsere Bedingun-
gen, die wir an H gestellt haben, erhalten wir: N < ker(¢)) somit induziert ¢ den
Homomorphismus ¢ : G, — H so dass ¢(x;) =y; Vi€ {1,2,...,r}. O

LEMMA 2.3. Sei G, eine p-Gruppe. Die Frattini-Untergruppe ¢(G,) von G, ist
von Ordnung p%T(”‘l) und hat Index p" und liegt im Z(G,). Auch gilt, dass jeder
Automorphismus x € Aut(G,.), der die Identititsabbildung von G, /d(G,) induziert,
o(G,) punktweise fiziert.

BEWEIS. Da jeder Kommutator oder p-te Potenz in G, im Zentrum von G
liegt und Ordnung p hat, liegt auch G{?G/ im Zentrum und ist somit eine abelsche
Gruppe. Auch G,/ GQG/ ist abelsch und somit ist G, eine p-Gruppe.

Aus einem Lemma zur Frattini-Untergruppe wissen wir, dass ¢(G,) = GfﬁG/ ist
und somit liegt ¢(G,) im Zentrum.

#(Gy) wird von Elementen 2 fir ¢ € {1,2,...,7} und [z;,z;] mit 1 <i<j<r
erzeugt.

Da diese Elemente einen minimalen Erzeuger von ¢(G,.) bilden zeigt man wie folgt:
Angenommen es existiert a; € {0,...,p—1}firi=1,2,...,rundb; ; €0,1,...,p—1
fir 1 <i<j<r,sodass

[T II el =1

i=1 1<i<j<r

Sei H eine von h erzeugte zyklische Gruppe der Ordnung p?. Da H der ¢-Klasse 2
ist, impliziert Lemma 2.2, dass es fiir alle £ mit 1 < k < r ein Homomorphismus
U, : G, — H existiert, so dass

1,wenni # k
() = { #

h,wenni = k.

Unter dem Homomorphismus ¥y, bekommen wir fiir die obere Gleichung folgen-
de Ergebnisse: (h?)* = 1 und somit ax = 0. Deshalb gilt a; =as =... =a, = 0.
Durch ein dhnliches Argument kann gezeigt werden, dass b; ; = 0 fiir alle ¢ und j ist.

Hierbei bildet der Homomorphismus ¢ die z; und x; auf die erzeugenden Elemente

110 100 . . .
(0 1 0) und (0 1 %) der Gruppe H mit 3 x 3 oberen Dreiecksmatritzen der Form

001 00
(é %) iiber IF,, ab. Hierbei bildet ¢ alle anderen Erzeuger auf 1 ab.
Somit ist die erzeugenden Menge von ¢(G,) minimal und es gilt :

6(G,)| = prtert=D)

0
*
1
0
m

Nun ist G,./¢(G,) wieder eine abelsche Gruppe und hat die Bilder von 1, ..., 2,
als minimales Erzeugendensystem.
= ¢(G,) hat Index p".
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Sei nun o € Aut(G,) ein Automorphismus, der die Identitdtsabbildung auf
G /G, induziert. Es existiert also hy,...,h,. € ¢(G,), so dass a(x;) = z;h; fir
i=1,...,r gilt. Da ¢(G,) € Z(G,) liegt und den Exponent p hat, gilt :
a(x]) = a(x;)? = (xih)? = 27h} = af.

2

Es gilt weiterhin
o[z, :]) = [alzy), alw:)] = [wjhy, wih =[x, 2i].
Somit wird ¢(G,.) punktweise durch « fixiert. O

LEMMA 2.4. Seien N1,Ny < ¢(G,). Dann ist G./N; = G,./Ns genau dann
wenn ein o € Aut(G,.) existiert, so dass a(Ny) = N gilt.

BEWEIS. Ein Element o € G,., dass N1 auf Ny abbildet, induziert einen Iso-
morphismus o’ von G, /Ny auf G,./N3. Wir miissen nun die Riickrichtung zeigen.
Sei o (x;N1) = y;Na. Da G, aus der ¢-Klasse 2 ist, impliziert Lemma 2.2, dass
ein Homomorphismus « : G, — G, existiert, so dass a(z;) = y;. Da nun o ein

Isomorphismus ist, erzeugen yi, . .., 4. und Ny zusammen G,.. Aber auch yq, ..., y,
und ¢(G,.) erzeugen G,., da Ny < ¢(G,) gilt. Somit folgt aus einem Lemma aus
dem ersten Vortrag, dass yi,...,y, G, erzeugt. Die Elemente y1,...,y, sind nun

auf das Bild von a beschriankt. Somit ist « surjektiv.

Aus der Endlichkeit von G, folgt nun, dass es a € Aut(G,) ist.

Es bleibt noch zu zeigen, dass a(N7) = Ny gilt. Die Definition von « zeigt uns,
dass a(z)Ny = o (xNy) gilt, wenn z einer der Erzeuger ist. Somit gilt dann, dass
a(z)Ny = ' (£N1)Vz € G,.. Anders gesagt kommutiert die folgende Abbildung:

G, = G,
4 4
G,-/N1 a—) GT/NQ.
Man kann hier sehen, dass a(N;) = Ny gilt. O

SATZ 2.5. Sei r eine positive ganze Zahl und sei s ganzzahlig, so dass 1 < s <
2 2
%r(r + 1) gilt. Dann existieren mindestens p%’"s(’"*l)*” —% Isomorphieklassen von
Gruppen der Ordnung p™T5.

BEWEIS. Sei G, eine Gruppe, wie oben. Sei X die Menge der Untergruppen
N < ¢(G,) mit Index p® in ¢(G,). Fiir jede Untergruppe N € X erhalten wir eine
Gruppe G,./N mit Ordnung p"**. Dank Lemma 2.4 wissen wir, dass die Menge der
Isomorphieklassen fiir Gruppen, die man auf diese Weise erhélt, in Bijektion mit
der Menge der Bahnen von Aut(G,) auf X steht.
Sei € ein natiirlicher Homomorphismus fiir Aut(G,.) nach Aut(G,./¢(G,)). Durch
Lemma 2.3 wissen wir, dass jedes a € ker(f) ¢(G,) punktweise fixiert und somit
trivial auf X operiert. Somit enthélt ker(#) den Stabilisator von jedem Element von
X. Die Léange jeder Bahn von Aut(G,.), die auf X operiert, maximal

| Aut(Gy)| /| ker(6)| < [Aut(G,/¢(Gr))|

Wir kénnen nun G,/¢(G,) als Vektorraum tiber F, auffassen. Die Gruppenau-
tomorphismen korrespondieren dann direkt mit inversen linear Transformationen.
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Somit gilt:
2
(1) | Aut(G,/p(Gr))| = | GL(r,p)| < p"
Somit hat jede Bahn von X die maximale Lénge pr2. O

SATZ 2.6. Die Anzahl von p-Gruppen mit Ordnung p™, f(p™) ist mindestens
p%mz(mffS).
BEWEIS. Fiir m < 6 ist es trivial, da hier p° = 1 gilt.
Fiir m > 6 definieren wir s wie folgt:
%m, wenn m = 0 mod 3
s= 14 +(m+2), wenn m =1 mod 3
$(m +1), wenn m = 2 mod 3.

und wir definieren » = m — s. Nun kénnen wir Satz 2.5 anwenden. Am Beispiel von
1

s = 3 zeigen wir, wie sich die Wahl von s ergibt:
1 2 1 1 5 5
5:§:$r:m—5: gmsxér(rJrl):gm(gm):gmz

7‘(7‘+1).

1
mm0d3:O:>m:3n—>s:n,r=2n—>57"(7"4—1):5n2:>s§
Somit wissen wir nun, dass f(p™) > p%rs(r"’l)_"z_s2 gilt. Setzen wir nun unser

s ein, so konnen wir die Schranke bestimmen. Zum einfacheren berechnen, betrach-
ten wir das p nicht.

1. Fall: s = %m =r= %m, d.h.

12 1 2 2 1
N D — (2m)2 — (2m)2
SCmGEmCm 1) = Cm)? — (Gm)

2 3 1 2 4 2 1 2
S g g™ g™
_ 2 3 4 2

o7 T g™
— e (m—0)

27m m

2. Fall: s=3(m+2)=r=m-3(m+2)=2m- 2 dh.

12 2.1 2.2 2 2 2 1 2
g eyl Nt i — (Zm 2 232
5(3m—3)gmE3g)Emog+)—(3m-3) - (Gm+3)
2 9 2
[ p— —_pm — — > _ X
27(m 6 2+2m 13)_27m (m — 6)
3.Fall: s=4i(m+1)=r=m-%i(m+1)=2m—1, dh
12 1.1 2 1 11 2 1
Leg L1 D(Em— 24 1) — (= 12 _ 1
L= D@ m A DCm = 1) = Gm )’ Cm )

2. 3 2 7 2 9
= — — — ) > — _ .
27(m 6m* + 3m 2) 2 gz (m —6)

Somit ist das Ergebnis aus Fall 1 unsere untere Schranke. O






KAPITEL 4

Sylowsysteme und Fittingsuntergruppe
VIKTOR NIKOLAI

1. Einleitung

Dieses Seminar dient der Vorbereitung auf den Beweis des Satzes von Pyber
flir auflosbare Gruppen. Da die Eigenschaft der Auflésbarkeit einer Gruppe zentral
fiir die folgenden Definitionen und Zusammenhénge ist, wird der Begriff zunéchst
einmal wiederholt und es werden naheliegende Beispiele dafiir angefiihrt.

DEFINITION 1.1 (auflésbare Gruppen). Eine Gruppe G heit auflésbar, wenn
es eine Kette
{lg} =G 4G, <4+ 2G, =G
von Untergruppen von G gibt, sodass G;_1 fiir alle i = 1,...,n ein Normalteiler in
G; ist und die zugehorigen Faktorgruppen G;/G;_1 abelsch sind.
Beispiele:
(1) abelsche Gruppen, nilpotente Gruppen
(2) Gruppen der Ordnung p™¢™ mit p,q prim und n, m € N (Satz von Burn-
side)
(3) endliche Gruppen ungerader Ordnung (Satz von Feit-Thompson)

2. Hallsche Untergruppen

Nun werden die hallschen Untergruppen eingefiihrt und es wird eine Verallge-
meinerung der Sylow-Sétze fiir auflésbare Gruppen bewiesen.

DEFINITION 2.1 (Hallsche Untergruppen). Sei G eine endliche Gruppe. Eine
Untergruppe H von G heilt hallsche Untergruppe, falls |H| und |G : H| teilerfremd
sind.

Sei m eine Menge von Primzahlen. Eine Untergruppe H von G heifit hallsche m-
Untergruppe, falls |H| ein Produkt von Primzahlen in 7 ist und |G : H| ein Produkt
von Primzahlen nicht in 7 ist.

SATZ 2.2 (Satz von Hall). Sei G eine aufidsbare Gruppe der Ordnung p* - .. .-
p". Seinen weiterhin r € N mit 1 <r < k und m = {p1,p2,...,pr}. Dann gelten:
(1) G hat eine hallsche w-Untergruppe (der Ordnung pi* - ... p2r).
(2) Je zwei hallsche w-Untergruppen sind konjugiert in G.
(3) Jede w-Untergruppe von G ist in einer hallschen w-Untergruppe von G
enthalten.

BEWEIS. Der Beweis erfolgt per vollstdndiger Induktion nach |G|. Fir |G| =1
ist der Satz trivial. Seinen im Folgenden |G| > 1 und der Satz wahr fiir alle Grup-
pen der Ordnung kleiner |G|.

21
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Sei nun M ein minimaler Normalteiler von G. Da G auflésbar ist, ist M/{1g} = M
abelsch und kann zudem als endliche einfache Gruppe aufgefasst werden. Damit ist
|M| = p fiir eine Primzahl p, die n teilt. Nach der Induktionsvoraussetzung hat G /M
eine hallsche 7m-Untergruppe K/M. Weiterhin sind solche Untergruppen konjugiert
in G/M und jede m-Untergruppe von G/M ist in einer hallschen m-Untergruppe
von G/M enthalten. Der Beweis wird nun in zwei Félle aufgeteilt.

Fall 1: p € 7. Dann ist K eine hallsche 7-Untergruppe von G und (1) ist erfiillt.
Falls H eine beliebige hallsche m-Untergruppe von G ist, dann ist M C H, da HM
eine m-Untergruppe ist. Auerdem ist H/M eine hallsche 7-Untergruppe von G/M
und nach der Induktionsvoraussetzung gilt (gM)~*(H/M)(gM) = K/M fiir ein
gM € G/M. Das bedeutet aber, dass K = g~ 'Hg. Also gilt (2).

Sei schlielich L eine w-Untergruppe von G. Dann ist LM/M eine hallsche 7-
Untergruppe von G/M und damit in einer hallsche 7-Untergruppe H/M von G/M
enthalten. Doch dann ist H eine hallsche m-Untergruppe von G und L C H. So
folgt (3) und der Induktionsschritt ist fiir Fall 1 gezeigt.

Fall 2: p ¢ 7. (Hier wird der Satz von Schur-Zassenhaus benotigt, welcher in Kapitel
7 des Buches 'Enumeration of Finite Groups’ von S. R. Blackburn, P. M. Neumann
und G. Venkataraman bewiesen wird.) In diesem Fall sind |K /M| und |M] teiler-
fremd. Der Satz von Schur-Zassenhaus impliziert dann, dass ein Komplement H zu
M in K existiert und dass je zwei Komplemente konjugiert in K sind. Dann aber
gilt |H| = |K/M]|. Also ist H eine hallsche 7-Untergruppe von G und es folgt (1).
Sei nun H;j eine hallsche 7-Untergruppe von G. Dann ist HyM/M eine hallsche
m-Untergruppe von G /M und nach Induktionsvoraussetzung existiert ein ¢; in G,
sodass (g1 M)~ (HM/M)(g1 M) = K/M. Damit ist Hy := g; *Hyg1 < K. Weiter
ist Hy ein Komplement zu M in K und der Satz von Schur-Zassenhaus besagt, dass
Hy und H konjugiert sind, womit (2) eintritt.

Sei jetzt L eine m-Untergruppe von G. Dann ist LM /M enthalten in einer hall-
schen 7m-Untergruppe K7 /M von G/M. Da alle hallschen 7w-Untergruppen von G/M
konjugiert in G/M sind, sind auch K; und K konjugiert in G. Also existiert ein
Konjugat Ly von L, sodass L1 < K. Mit K = HM ist dann L1M = LiMNHM =
(LiMNH)M. Nun sind Ly und L1 M N H Komplemente zu M in L1 M und folglich
konjugiert nach dem Satz von Schur-Zassenhaus. Damit ist L; konjugiert zu einer
Untergruppe von H und L ist enthalten in einer hallschen m-Untergruppe von G.
Also gilt (3) und der Induktionsschritt ist auch fiir Fall 2 gezeigt. O

3. Sylowsysteme

Die Resultate aus Kapitel 2 werden im Folgenden unter Zuhilfenahme der Sy-
lowsysteme weiter prézisiert.

DEFINITION 3.1 (Sylowsysteme). Sei G eine Gruppe der Ordnung pi* -...-pp*.
Ein Sylowsystem in G ist eine Familie von Untergruppen {Pi,..., Py}, wobei P
eine Sylow-p;-Untergruppe ist und P;P; = P;P; fiir alle ¢, j € {1,...,k} gilt.
Bemerkung: Falls ¢ # j, dann ist P; P; eine Untergruppe von G der Ordnung p?ip?j.
Falls weiter m C {p1,pe,...,pk}, dann ist [][ P; eine hallsche m-Untergruppe von

piET
G.

SATZ 3.2 (Satz von Hall, prazisere Version). Sei G eine auflosbare Gruppe der
Ordnung pi™ - ... - pp*. Dann gelten:

(1) G hat ein Sylowsystem.



5. VERHALTNIS ZWISCHEN FITTINGUNTERGRUPPE UND FRATTINIUNTERGRUPPE 23

(2) Je zwei Sylowsysteme sind konjugiert in G.

(3) Falls H < G und {Q1,...,Qr} ein Sylowsystem in H ist, dann existiert
ein Sylowsystem {P1,..., Py} in G, sodass Q; = H N P; fir alle i €
{1,...,k}.

4. Fittinguntergruppe

Dieses Kapitel enthélt grundlegende Resultate, die sich auf die Fittinguntergup-
pe beziehen, welche unter bestimmten Voraussetzungen als der maximale nilpotente
Normalteiler einer Gruppe verstanden werden kann.

BEMERKUNG 4.1. Falls P und @ normale p-Untergruppen von G sind, dann
ist PQ eine normale p-Untergruppe, die P und @ enthélt. Falls P und @ zudem
maximal sind, dann gilt P = PQ = . Damit existiert eine eindeutige maximale
normale p-Untergruppe von G. Bezeichne diese mit O,(G).

DEFINITION 4.2 (Fittinguntergruppe). F(G) := (O,(G) | p ist eine Primzahl)
heifst Fittinguntergruppe von G.
Bemerkung: Falls p und ¢ unterschiedliche Primzahlen sind, gilt [0,(G), O4(G)] <
O,(G)NOy4(G) = {1¢}. Somit folgt F(G) = Op, (G) x---xOp, (G), wobei p1, ..., pk
paarweise verschiedene Primzahlen sind, die |G| teilen. Insbesondere ist F'(G) das
direkte Produkt seiner Sylowuntergruppen und damit nilpotent.

HILFssATZ 4.3. Sei G eine endliche Gruppe. Dann ist F(G) der eindeutige
maximale nilpotente Normalteiler von G.

SATZ 4.4. Sei G eine endliche Gruppe, und sei S der eindeutige mazximale
auflosbare Normalteiler von Co(F(G)) = {9 € G | Vf € F(G) : fg = gf}. Dann
ist S = Z(F(Q@)).

KOROLLAR 4.5. Fulls G eine endliche auflésbare Gruppe ist, gilt
Ca(F(G)) = Z(F(G))

BEWEIS. Da G auflgsbar ist, ist Co(F(G)) als Untergruppe von G ebenfalls
auflosbar. Der maximale aufldsbare Normalteiler von Cq (F(G)) ist also Cq(F(G))
selbst. Mit Satz 4.4 und S = Cq(F(G)) folgt die Behauptung. O

5. Verhiltnis zwischen Fittinguntergruppe und Frattiniuntergruppe

Schlieflich wird der Satz von Gaschiitz bewiesen, der eine wichtige Aussage
iiber die Beziehung zwischen der Fittinguntergruppe und der Frattiniuntergruppe
liefert. Zur Vorbereitung des Beweises werden die folgenden Lemmata bendtigt.

LEMMA 5.1. Seien N eine endliche Gruppe und K ein Normalteiler von N,
wobei N/ K nilpotent ist. Dann sind je zwei Sylow-p-Untergruppen von N konjugiert
durch ein Element in K.

BEWEIS. Seien P; und P, Sylow-p-Untergruppen von N. Dann sind Py K/K
und P,K/K Sylow-p-Untergruppen von N/K. Da N/K nilpotent ist, ist dessen
Sylow-p-Untergruppe eindeutig. Somit ist P K/K = P,K/K. Also ist PLK = P K
und und P, ist eine Sylow-p-Untergruppe von P;K. Damit ist P, = y~ 1Py fiir
y € PIK. Setze nun y = xk fiir x € P, und k € K. Dann folgt P, = y~ 1Py =
k=1 Pk O
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LEMMA 5.2 (Verallgemeinerung des Frattini-Arguments). Seien G eine endli-
che Gruppe und N ein Normalteiler von G. Sei weiterhin K ein Normalteiler von
N, sodass N/K nilpotent ist. Dann gilt fir jede Sylow-Untergruppe P von N der
Zusammenhang G = Ng(P)K ={g € G | g7'Pg= P}K.

BEWEIS. Sei ¢ € G. Dann ist g~!Pg eine Sylow-Untergruppe von N. Nach
Lemma, 5.1 existiert ein k € K, sodass g~ ! Pg = k~! Pk. Daraus folgt kg~ ! Pgk~! =
P und damit gk~ € Ng(P). Also ist g € Ng(P)K und folglich G = Ng(P)K. O

DEFINITION 5.3 (Frattiniuntergruppe). ®(G) definiert als der Schnitt aller ma-
ximalen Untergruppen von G heiltt Frattiniuntergruppe von G.

HiLFssATZ 5.4. Seien G eine endliche Gruppe und N ein Normalteiler von G.
Falls ®(G) € N und N/®(G) nilpotent ist, ist auch N nilpotent. Insbesondere ist
dann ®(Q) nilpotent und folglich gilt ®(G) < F(G).

SATz 5.5 (Satz von Gaschiitz). Falls G endlich ist, gilt
F(G/9(G)) = F(G)/®(G)

BEWEIS. Sei N eine Untergruppe von G mit ®(G) € N und N/®(G) =
F(G/®(G)). Es geniigt, zu zeigen: F'(G) = N.
Nach Hilfssatz 5.4 ist ®(G) C F(G). Da auferdem F(G)/®(G) ein nilpotenter Nor-
malteiler von G/®(G) ist, gilt nach Hilfssatz 4.3 F(G)/®(G) C F(G/®(G)). Damit
ist F(G) C N. Weiterhin ist N nach Hilfssatz 5.4 nilpotent, weil F(G/®(G)) nil-
potent ist. Also ist N C F'(G) und somit N = F(G)). O



KAPITEL 5

Primitive Permutationsgruppen
AHMED SATO

SATZ 0.1. Sei X eine Menge der Ordnung n und sei G eine Permutations-
gruppe, die auf X wirkt. Wenn G r Bahnen auf X hat, dann kann G von (n —1)
Elementen erzeugt werden.

BEWEIS. Wir beweisen diesen Satz per Induktion.

n=r = @ ist trivial und dann man erhélt das Ergebnis, da jedes Element
eine Bahn ist, also keine echte Wirkung vorliegt.

Angenommen, G hat » Bahnen auf X und sei w ein Element, das in einer nicht-
trivialen Bahn A liegt. Wir kénnen A schreiben: A = A UAs U --- U A , wobei
die Menge A; die Bahnen des Stabilisators G,, von w in G seien.

Wir kénnen annehmen, dass Ay, = {w} ist. Da A eine nicht-triviale Bahn ist;
E>1;firie {1,2,3,...,k} , sei g; € G, sodass g,w € A; liegt. Nun wird G
von G, und (k — 1) Elementen g1, g2, ..., gx—1, zusammen erzeugt. Aber G, hat
mindestens k + (r — 1) Bahnen auf X.

Nach unserer Induktionsannahme kann G, von n — (r — k — 1) Elementen
erzeugt werden. Folglich, wenn man die Zahlen zusammen rechnet, kann G von
n — r Elementen erzeugt werden. [

1. Primitivitat
DEFINITION 1.1. Die Gruppe G operiere auf der Menge X.
(1) Eine Teilmenge B C X heiflt Block unter der Operation von G (kurz G-
Block), wenn gilt: 0B = B \/ ¢ BNB = ® fiir alle ¢ € G. Offenbar sind X
, @ Blocke beziiglich jeder Operation auf X. Diese sind die sog. trivialen
Blocke.

(2) Die Operation von G heifit primitiv auf X, wenn sie transitiv ist und nur
die trivialen Blocke besitzt.

Zur Erinnerung: Eine Gruppenoperation heifit transitiv, wenn sie nur eine Bahn
hat, wenn also jedes Element iiberall hin abgebildet wird.
e Jede transitive Gruppe von Primzahlgrad ist primitiv.
e S3 wirkt auf X = {1,2,3} primitiv. Im allgemeinen S,, wirkt auf der
Menge X = {1,2,3,...,n} primitiv, fiir alle n > 2.
LEMMA 1.2. Sei G eine primitive Permutationsgruppe, die auf X wirkt. Sei N
ein Normalteiler von G (nicht trivial), dann N ist transitiv.

BEWwEIS. Wir definieren eine Aquivalenzrelation p auf der Menge X, sodass
o ~,  genau dann wenn 3 h € N ; ha = B. Mit anderen Worten: a ~, 8 & «
und S liegen in der selben Bahn (N-Bahn).

25
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SeigeGunda,pf e X;a~,fund h € N ; ha = . Da N ein Normalteiler
ist, gilt gh = h'g fiir manche b’ € N, also h/go = gha = g, und ga ~, g analog
ga ~, g, was bedeutet o ~, 5 und so ist p eine Kongruenz. Die Bahnen von N sind
die Blocke von p. Da N nicht trivial ist, ist p nicht die triviale Aquivalenzrelation. Da
G primitiv ist, bedeutet das, dass p die Aquivalenzrelation ist, die alles miteinander
identifzieret. Mittels der Defintion von p wird N transitiv gezeigt. ]

DEFINITION 1.3. Das Kranzprodukt (engl. Wreath product) bezeichnet ein spe-
zielles semidirektes Produkt von Gruppen. Seien G und H endliche Gruppen, und
sei HS:= {f ; G — H }, die Menge aller Funktionen von G nach H beziiglich
punktweiser Operationen : (f; f2)(z) := fi(x) fa(z), sodass HE eine Gruppe ist.
Dann G wirkt auf H® ; g — f9 mit f9(z) = f(zg).

Das reguldre Kranzprodukt H ! G von H mit G ist das semidirekte Produkt
von HY mit G beziiglich ebendieser Wirkung.

HG := H% xG oder anderes Symbol H G := HwrG

DEFINITION 1.4. Das semidirekte Produkt: Seien N, H zwei Gruppen und H
wirkt auf N durch Automorphismen : a : H — Aut(N). Die kartesische Pro-
dukt N x H = {(n,h) | n € N,h € H} mit der Komposition (n1,h1)(nz, he) =
(n1a(hy)(ng2), hihg) ist eine Gruppe G, genannt das externe semidirekte Produkt
von N mit H.

Notation : G = N x, H , das externe semidirekte Produkt von N mit H
beziiglich der Wirkung a.

SATZ 1.5. Sei G eine primitive auflosbare Permutationsgruppe, die auf 2 wirkt.
Sei M ein minimaler Normalteiler von G.
(1) M wirkt regulir auf 2, also | = |[M| = p.
(2) a €. Sei G, der Stabilisator von « in G. Dann ist G = M X G,

SATZ 1.6. Sei G eine transitive Permutationsgruppe, die auf der Menge £ wirkt.

Sei pog < p1 < pa--- < pr eine mazimale Kette von Aquivalenzrelationen.
Wir definieren eine Ordnung der Menge der Aquivalenzrelationen p < pt, sodass
jede eine Aquivalenzklasse von p in der Aquivalenzklasse von pl enthalten ist. Seien
Ag C AL C---CA, die Aquivalenzklassen, sodass A; die Klasse von p; ist.

Fir alle i € {1,2,...,r} sei x; die Menge aller Aquivalenzklassen von p; — 1
enthalten in A;.

Sei G; die Gruppe (Ga,)* der Permutationen von x; und G; wird von dem
Stabilisator Ga, von A, erzeugt.

Dann sind diese Gruppe G; primitiv und wir kénnen X mit

QlXQQX"'XQT
in der Weise identifizieren, dass G < G11Ga -1 G,

BEWEIS. Zuerst notieren wir, dass pg die triviale Aquivalenzrelation und p, die
universale Aquivalenzrelation, da die Kette maximal ist, was bedeutet, dass A, = Q.
Es ist nicht schwerig, zu sehen, dass die Aquvalenzrelation p in G; erhalten sind
(Eins-zu- eins-Korrespondenz) mit dieser Aquivalenzrelationen p’, die in G' erhalten
sind, sodass p;_1 < p' < p; .

Hier, steht ein Block B von p in Korrespondenz zum Block Jp.z I von p’ .
Die restliche Blocke von p’ sind verschoben durch Elemente von G. Da die Kette
po < p1 < --- < p, maximal ist, liegt keine Aquivalenzrelation echt zwischen p;_;
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und p; und so ist G; primitiv. Zu zeigen, dass G eingebettet in dem Kranzpro-
dukt ist, benutzen wir Induktion nach der Lénge r von der maximalen Kette der
Aquivalenzrelationen.

Angenommen das Ergebnis ist wahr fiir eine maximale Kette von Aquivalenzre-
lation von kiirzerer Linge. Sei A = A,_; und H = (Ga)?, da G transitive Permu-
tationsgruppe auf €2, dann haben wir, dass H eine transitive Permutationsgruppe
auf A ist. Die Beschrinkung von pg, p1,...,pr—1 in A Formen ist eine maximale
Kette von Aquivalenzrelationen enthalten in H. Nach unsererer Induktionsannahme
kann A mit Q1 X Qg X - - - X Q,._1 identifiziert werden, sodass H < G11Gal-- - 1G_1 .
Um die Proposition zu beweisen, ist daher ausreichend zu zeigen, dass €2 mit A x €2,
identifiziert wird in der Weise , dass G < H 1 G, . Sei Q, = {I'1,T'2,..., T}, da
A, =, haben wir €2, ist die Menge alle Blécke von p,_; und € ist die disjunkte
Vereinigung der Menge I';. Da G transitiv ist, ist jede Block I'; von p,—; Verschoben
durch A A. Fiir i € {1,2,...,k} konnen wir z; € G wéhlen, sodss x;A =T ist.

Wir definieren eine Bijektion f : Q — A x Q.; mit f(a) = (z; 'a,T}) fiir alle
a € I';. Es ist nicht schwer zu iiberpriifen, sei g € G mit fgf~! € Sym (A x €,.)
eingebettet in H ! G,.. Der Beweis folgt im folgenden.

Sei g € G und y € G eine Permutation von €2, wird induziert durch g. Sei
i € {1,2,...,k}, dann existiert j € {1,2,...,k}, sodass g~ 'T; = TI; ist. Nun
x;'gx; ist erhalten in A und = ;'gz; € Ga. Sei h; ein Element von H
und wird durch :z:i_lng induziert. Dann ist es nicht schwer zu iiberpriifen, dass

fgf71:(hl,hg,...,hk)yGHZGr ist. O

SATZ 1.7. Sei G eine Gruppe wirkt treu und irreduziebel auf einem Vektorraum
V. Angenommen, sei G imprimitiv, dann existiert eine Zahl k € Z, k < 2 und
eine Zerlegqung V=V P Vo @ - - @ Vi von V , sodass die Gruppe G die direkten
Summanden permutiert.

Sei Q < Sym(k) eine Permutationsgruppe, die von der Wirkung von G auf der
Menge des Summandes V; induziert wird. Definiere W = Vi und H < GL(W). (Die
Gruppe H wird von dem Stabilisator von W in G induziert). Dann ist Q transitiv
und H ist irreduzibel. Auferdem ist G isomorph zu einer linearen Gruppe und eine
Untergruppe von H Q.

DEeFINITION 1.8. Eine Darstellung ist irreduzibel ,wenn sie sich nicht auf block-
diagonale Form transformieren ldsst.

Ist eine Darstellung I" irreduzibel, bilden die einzelnen Blocke der blockdiago-
nalen Form (T';) selber Darstellungen der Gruppe. Die Darstellung I" ist dann eine
sog. direkte Summe der einzelnen Darstellungen I';:

=T, PP Pl






KAPITEL 6

Gruppenerweiterungen
NIKLAS SCHAUMANN

1. Einleitung

Ziel dieses Abschnittes ist die Einfithrung von Gruppenerweiterungen. Da-
bei werden wir spezifisch auf die zweidimensionale Kohomologiegruppe und einige
grundlegende Eigenschaften dieser eingehen.

2. Gruppenerweiterungen

DEFINITION 2.1. Sei M < E und G = E/M. Dann nennen wir E die Gruppe-
nerweiterung von M durch G. Formal bedeutet dies, dass wir eine Kette folgender
Form erhalten: _

1—>M-5ESG6—1
Dabei beschreibt i die natiirliche Einbettung von M in F und p : E —» G die
surjektive Abbildung, mit ker(p) = i(M).

DEFINITION 2.2. Zwei Erweiterungen F und E’ von M heiflen dquivalent, falls
ein Homomorphismus ® : F — E’ existiert, sodass folgendes Diagramm kommu-
tiert:

1l—sM-9Eloag—1
idl @l idl

1—M-SE Loa—1
Dies bedeutet insbesondere, dass gelten muss:
§(@(i(m))) = p(®(i'(m))) (fiir m € M).

BEMERKUNG 2.3. Aus der Tatsache, dass ® ! eindeutig und wohldefiniert sein
muss, erkennt man, dass ® bijektiv sein muss. Also haben wir einen bijektiven
Homomorphismus und fiir zwei dquivalente Erweiterungen F und E’ gilt:

Ex=F.

Fiir den Rest des Vortrags betrachten wir den Fall, dass M eine abelsche mul-
tiplikative Gruppe ist.

BEMERKUNG 2.4. Da ¢ : M — E einen Homomorphismus darstellt und wir M
als abelsch voraussetzen, konnen wir M in Form von i(M) als abelsche Untergruppe
von E interpretieren. Dann ist i(M) < F und E operiert auf natiirliche Weise durch
Konjugation auf M. Damit liegt M dann im Kern dieser Gruppenoperation und
E/M = G operiert auch auf natiirliche Weise auf M.
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BEMERKUNG 2.5. Falls E und E’ dquivalent sind, induzieren Sie dieselbe Grup-
penoperation von G auf M.

Wir betrachten nun den Fall, dass M ein ZG-Modul ist. Dann existiert immer
eine natiirliche Gruppenerweiterung E auf M, welche die Gruppenoperation von
G auf M induziert. Diese erhélt man dann aus dem semi-direkten Produkt von M
und G (E = M x G), welche man durch die Gruppenoperation von G auf M erhélt.

3. Die zweite Kohomologie-Gruppe

Wir wollen nun alle Gruppenerweiterungen E beschreiben, welche durch die
Gruppenoperation von G auf M induziert werden. Dabei werden wir die zweite
Kohomologie-Gruppe H?(G, M) Schritt fiir Schritt konstruieren und einige Eigen-
schaften dieser festhalten.

DEFINITION 3.1. Zunéchst sei S := {s, € E | g € G} eine Vertretermenge von
Elementen aus M in E und p die surjektive Einbettung von F in G, sodass gilt:
p(sg) = g. Dabei kénnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass s; = 1 gilt. Fiir g € G be-
schreibt g-m = m?®s = sgms;1 die durch Konjugation erhaltene Gruppenoperation
von G auf M.

BEMERKUNG 3.2. Wir wollen nun einige Eigenschaften der s, betrachten. Zu-
nédchst stellen wir fest, dass fiir g,h € G die Elemente sys, und sy, das sel-
be Bild unter der Abbildung p haben, da p ein Homomorphismus ist. Also gilt:

P(Sgsh) = P(Sgh)~

Nun wissen wir, dass es ein eindeutiges Element f(g,h) € M geben muss,
sodass:
sgsn = f(g,h)sqgn (fiir f: G x G — M)

Da wir s; = 1 voraussetzen folgt:

flg:1) =1 = f(1,h) (Vg,h € G).
Die Gruppeneigenschaften von E implizieren direkt folgende Eigenschaften von f,
seien g, h, k € G:
f(g,h)f(gh, k) = (g f(h,k)) [ (g, hk).

DEFINITION 3.3. Eine Abbildung f : G x G — M, welche diese Eigenschaften
erfiillt nennen wir eine Faktorgruppe. Die Menge aller Faktorgruppen von G x G —
M bezeichnen wir mit Z2(G, M).

BEMERKUNG 3.4. Wir kénnen nun Z2(G, M) selbst als Gruppe auffassen, in-

dem wir uns folgende Addition definieren.
Seien dazu f, f' € Z%(G, M), g, h € G-

(f + f/)(g’ h) = f(g7 h)fl(gv h)
Da f und f’ nach M abbilden, erkennt man sofort, dass diese Gruppe auch abelsch
sein muss, denn wir setzten M selbst als abelsch voraus.
Das heifst, dass f eindeutig bestimmt wird von einem gegebenen ZG-Modul M,
einer Gruppenerweiterung F auf M, welche durch G induziert wird und einer Ver-
tretermenge S = {s, | ¢ € G} fir M in E, mit s; = 1. Dabei ist es wichtig
zu merken, dass f auch tatsdchlich von der Wahl der Vertretermenge S abhéngt.
Seien dazu S und S’ zwei verschiedene Vertretermengen, mit s; = s§ = 1. Dann
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/

existiert fiir jedes g € G ein Element a(g) € M, sodass s; = a(g)s, gilt. Dann
beschreibt a : ¢ — M eine Funktion, mit a(1) = 1 und wir erhalten eine neue
Faktorgruppe f’ € Z2(G, M). Fiir f, f' und g,h € G gilt dann:

F'(g.h) = sysisg
= a(g)sga(h)sn(algh)s,y)
= a(g)(sga(h)s; *)sgsns,y algh) ™
= a(g)(g - a(h)) f(g, h)a(gh)™*
= (g-a(h))a(gh)~ a(g)f(g, ).
Dann sind f und f’ fiir verschiedene S und S’ auch verschieden.

DEFINITION 3.5. Zu einer gegebenen Abbildung a : G — M definieren wir uns
eine Abbildung da : G x G — M, sodass fiir alle g, h € G gilt:

da(g, h) = (g - a(h))a(gh) " alg) f(g,h) 1]
Dann ist §a eine Faktorgruppe aus Z2(G, M) und wir definieren
B*(G,M) := {éala: G — M,a(1) = 1}.
BEMERKUNG 3.6. Wir betrachten nun zwei Abbildungen ¢ : G — M und

b: G — M, mit a(1) = b(1) = 1. Fiir g € G konnen wir dann eine Addition auf der
Menge H := {a : G =M]| a(1) = 1} folgendermafen definieren:

(a+0b)(g) = a(g)b(g)

Dann beschreibt § : H — Z%(G, M) einen Gruppenhomomorphismus, denn fiir
a,be€ Hund g,h € G gilt:

= da(g, h) + 0b(g, h).

Somit ist also & ein Gruppenhomomorphismus und das Bild von B?(G, M) unter &
ist eine Untergruppe von Z2(G, M).

DEFINITION 3.7. Wir definieren: H?(g, M) := Z*(G, M)/B?*(G, M). Diese Grup-
pe nennen wir zweidimensionale Kohomologie-Gruppe auf M iiber G.

BEMERKUNG 3.8. Mit [1] folgt fiir f, f' € Z2(G, M), welche von der gleichen
Erweiterung F induziert werden:

ff =ba
Daher gilt schon:
f'— f e B*G, M) oder f+ B*G,M)=f + B*G,M).
Somit beschreiben also f und f’ das selbe Element in H?(G, M).
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Also beschreibt die durch eine Gruppenerweiterung induzierte Faktorgruppe
ein eindeutiges Element aus H?(G, M) und jeder Gruppenerweiterung E lisst sich
ein eindeutiges Element aus H?(G, M) zuordnen.

Damit haben wir die zweidimensionale Kohomologie-Gruppe eingefiihrt und
uns bereits einige Eigenschaften klar gemacht, mit denen wir nun folgende Sétze
beweisen kénnen.

SATZ 3.9. Zwei Erweiterungen von M iiber G sind genau dann dquivalent (d.h.
isomorph) zu einander, wenn Sie dieselbe Gruppenoperation von G auf M und somit

dasselbe Element aus H*(G, M) beschreiben.

Den Beweis werden wir hier nicht genauer ausfiihren, allerdings schauen wir
uns einmal die Idee dazu an.

BEWEIS. Wir wissen bereits, dass zwei dquivalente Erweiterungen, diesselbe
Wirkung von G auf M induzieren, und es folgt leicht, dass dquivalente Erweiterun-
gen dasselbe Element in H?(G, M) bestimmen.

Wenn wir nun zwei Erweiterungen E und E’ betrachten, die dieselbe Wirkung
von G auf M induzieren und dasselbe Element in H?(G, M) bestimmen, miissen wir
zeigen, dass diese auch dquivalent sind. Dies geschieht, indem wir zeigen, dass die
Multiplikation in E vollstdndig durch die Wirkung von G auf M und das Element
f+B?(G, M) bestimmt wird. Dazu identifiziert man die Elemente in E und E’ mit
msg und ms; fiir Transversale {s, | g € G} und {sj, | g € G} fiir M in E und E'.
Dann bildet die Abbildung

®:E— E', ®(msy)=malg) s,

einen gewiinschten Homomorphismus, wobei a durch f’ — f = da bestimmt ist. O

Satz 3.10. Sei M ein ZG-Modul und sei
M :={F | E ist Gruppenerweiterung von M dber G}.

Dann gelten:

(1) FEs existieren eine bijektive Abbildung zwischen den Aquivalenzklassen auf
m und H*(G, M).
(2) Die Anzahl der Isomorphieklassen auf 11 betrigt hichstens |H?(G, M)|.

BewEIs. Wir kénnen eine Abbildung von den Aquivalenzklassen auf 771 nach
H?(G, M) definieren, indem wir f mit f + B?(G, M) identifizieren. Mit Satz 3.9
folgt nun auch direkt, dass diese Abbildung injektiv und wohldefiniert sein muss.
Also bleibt uns nur noch zu zeigen, dass diese Abbildung auch surjektiv ist.

Sei dazu f’ + B?(G, M) € H?(G, M). Wir setzen E := M x G und definieren uns
folgende Abbildung:

¢:E' xE' = E' (m,g)(m',h) = (m(g-m')f'(g,h),gh) € F',

fiir m,m’ € M und g,h € G. Mit dieser Multiplikation kénnen wir E’ als Grup-
pe auffassen. Diese ist dann eine Erweiterung von M durch G und somit in 771
enthalten, welche das Element f’ + B?(G, M) € H?(G, M) vollstindig bestimmt.
Also wird f’ + B2?(G, M) durch E’ € 1M bestimmt und wir erkennen, dass unsere
Abbildung also surjektiv sein muss.

Die zweite Aussage folgt direkt aus Bemerkung 2.3 und (1). O
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4. Die erste Kohomologie-Gruppe

Zuletzt wollen wir noch, der Vollstdndigkeit halber, die Definition der ersten
Kohomologie-Gruppe einfiihren.

DEFINITION 4.1. Sei G eine Gruppe und M ein ZG-Modul. Wie gewohnt sei
die Wirkung von g € G auf m € M als g - m geschrieben. Sei Z*(G, M) die Menge
aller Funktionen f: G — M, mit f(1) =1 und:

f(g192) = (91 - f(92))f(91) YV 91,92 € G

Solche Funktionen nennen wir Derivationen von G nach M. Mit der folgenden
Verkniipfung wird auch Z!(G, M) zu einer Gruppe:

(f +)9) = f(9)f'(g) fiix £, f" € ZY(G, M), g€ G
Wir betrachten nun die Funktionen 6,, : G — M, mit:
Sm(g) = (g-m 'mvgeq
Diese Funktionen sind offensichtlich Derivationen, denn 6,,(1) = 1 und es gilt:
S (9192) = (g192m™ ")

= (91 (g2 - m™")ymm™="))m

= (g1 ((g2 - m™")m)) (g - m~")m

= (91 m(92))0m(91)-

Die Funktionen §,,, bezeichnen wir als innere Derivationen. Die inneren Deri-
vationen d,, bilden dann als Menge eine Untergruppe von Z'(G, M) und die erste
Kohomologie-Gruppe wird dann mit H'(G, M) := ZY(G, M)/B'(G, M) bezeich-
net.
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Gruppenkohomologie

NICLAS JANSSEN

1. Kohomologiegruppen n-ter Dimension

Sei n € N und M ein ZG-Modul. Wir definieren C™(G, M) als die Menge aller
Abbildungen
f:Gx---xG—M
mit
flgr-9n) =0,

wenn
Jie{l,...,n}:g9;,=1g.
Weiter definieren wir fiir f, f/ € C™(G, M) folgende Addition:
(f+f/)(gla7gn) :f(gl7"'7g7’b)+f/(gla"-7gn)

und erhalten somit C"(G, M) als abelsche Gruppe.
Fiir jedes f € C"(G, M) definieren wir nun eine Funktion 4, f € C"*!(G, M) mit

onf(g1s-- s gnt1) = g1 f(g2s--, gn)
n
+Z(_l)lf(gly~"7gi717gigi+1ygi+2a~~~7gn+1)
i=1

+ (1" f g1, 9m).

Wir zeigen, dass &, f € C"1(G, M) gilt:
Hierfiir miissen wir also zeigen, dass d, f eine Abbildung von G x --+ x G nach M
ist und dass fiir jedes Tupel (g1,...,gn+1) mit g; = 1g, i € {1,...,n+ 1} auberdem

nf(g1y- s gny1) =0 gilt.

Dass §,,f die gewlinschten Definitions- und Zielbereiche hat, wird sofort aus der
Definition und der Tatsache, dass M ein ZG-Modul ist, klar.

Sei nun exemplarisch g; = 1. Dann folgt:

6nf(1Gag2a cee 7gn+1) = 1G : f(927 cee agn+1) + (_1)1f(1G cg2,. .. agn+1)
+Z(_l)if(glw~'7giflagigi+lvgi+27~~~7gn+1)
=2
+ (0" f g1, 90)

=f(92,-~-79n+1)—f(92,-~-79n+1)+20+0
=2
=0.
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Wir sehen nun, dass fiir ¢ € {1,...,n + 1} beliebig die Gleichung

Onf(g1s - Gnt1)
= f(gla e agi—1>gi+1a'~-,gn+1) - f(91>-~~,gi—1,gz‘+1, e 7gn+1) =0

gilt und somit ist die Behauptung bewiesen.

Insbesondere ist die Abbildung 6,, : C"(G, M) — C"*}(G, M) ein Homomorphis-
mus.

Wir betrachten nun den Kern dieses Homomorphismus 4,, und bezeichnen diesen
als Z"(G, M), d.h.

Z™"(G,M) :=Kern(d,,) = {f € C" (G, M)|d, f = 0}
und das Bild von 4,1, welches wir als B"(G, M) bezeichnen, d.h.
B"(G, M) :=Bild(6,,_1) = {6n_1f|f € C"H(G, M)}

Wihlt man nun eine beliebige Abbildung f € C"~1(G, M) und wendet auf diese
Abbildung §,6,_1 an, so stellt man fest, dass 0,,0,,_1f = 0 gilt.

Also ist das Bild von §,,_1 im Kern von §,, enthalten.

Hiermit kénnen wir nun die n-dimensionale Kohomologiegruppe definieren:

H(G, M) = MM g gy

Wir wollen nun n-dimensionale Kohomologiegruppen iiber freie Auflésungen be-
stimmen. Hierzu sei G eine Gruppe und M ein ZG-Modul.

Wir kénnen Z als ZG-Modul auffassen, indem wir (3, c5n99)n = (3 ,cqng)n
setzen. Wir bezeichnen Z dementsprechend als das triviale ZG-Modul.

Wir definieren nun den Begriff des ,freien Moduls™:

Sei R ein Ring mit 1 und A ein R-Modul. Sei weiter X C A und M ein R-Modul
derart, dass jede Abbildung ¢ : X — M eindeutig zu einem R-Modul Homomor-
phismus von A nach M erweiterbar ist. Dann heifst A ein freies R-Modul mit freiem
Erzeuger X.

Wir konstruieren nun ein freies ZG-Modul auf einer Menge X, um deren Existenz
zu beweisen.

Sei hierbei R der Gruppenring ZG und X eine nichtleere Menge.

Betrachte: RX = {>_"" | ryz;|r; € R,z; € X,n > 0}.

Jedes Element von RX kann nun eindeutig geschrieben werden durch 7.7,
mit r, = 0 fiir fast alle z € X.

Definieren wir nun die Addition fiir zwei Elemente aus RX durch

Yowex e+ e x 52T = D c x (ro+82)x, so erhalten wir RX als abelsche Gruppe,
wobei sich die Kommutativitit sofort aus der Kommutativitét des Rings R ergibt.
Definieren wir weiter r(3_ .y 722) = >, x (r7z)x, erhalten wir ein R-Modul.
Somit kénnen wir jede Abbildung von X nach M eindeutig zu einem R-Modul Ho-
momorphismus zwischen RX und M erweitern.

Also ist RX nach Definition ein freies R-Modul mit freiem Erzeuger X.

Eine Sequenz X von freien ZG-Modulen X; und ZG-Modul Homomorphismen d;
heifst eine freie Aufiésung des trivialen ZG-Moduls Z, falls
X — X, xS x B x, 70

exakt ist, d.h. falls im(d,,) = ker(d,,—1) fiir alle n > 1 gilt
und auerdem im(dp) = Z ist.
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Die Existenz freier Aufldsungen lédsst sich leicht nachvollziehen, indem wir das tri-
viale ZG-Modul Z als das homomorphe Bild eines freien ZG-Moduls X betrachten.
Sei

X ~Y
(VKl 7.
Dann gibt es ein freies ZG-Modul X7, sodass K; das homomorphe Bild von X;
ist. Also gibt es ein Modul K3 mit X1/K2 & K;. Wenden wir diese Methode

kontinuierlich an, so erhalten wir eine Sequenz freier ZG-Module und ZG-Modul
Homomorphismen, sodass

dn dp — d d,
e X, S X, S X S X Z—0

exakt ist.
Wir stellen nun fest, dass der ZG-Modul Homomorphismus d; : X; — X;_1 einen
(abelschen) Gruppenhomomorphismus

d: : Hong(Xi_l, M) — Hong(xi, M)

induziert. Fir f € Homzg(X;—1, M) und = € X; gilt & (f)(x) = f(d;(x)).

Also folgt df(f) = fd;. Da die Sequenz X exakt ist gilt nun d;d;11; = 0 und somit
auch dj ,d; = 0. Demzufolge ist also das Bild von dj im Kern von d;, ; enthalten.
Wir definieren nun die n-dimensionale Kohomologiegruppe H" (G, M) als den Quo-

tienten
ker(d;
) nay)
Diese Definition scheint von der Wahl der freien Auflésung abzuhéngen, jedoch ist
dies nicht der Fall, wie folgendes Theorem zeigen wird:

SATZ 1.1. Die Definition einer n-dimensionalen Kohomologiegruppe hingt nicht
von der freien Auflésung X ab.

BEWEIS. Seien X und X zwei freie Auflssungen des trivialen ZG-Moduls Z.
Wir zeigen, dass es einen Morphismus 7 zwischen X' und X gibt, d.h. dass eine
Sequenz mg, 71, ... von ZG-Modul Homomorphismen existiert, sodass das folgende
Diagramm kommutiert:

do

dn+1 dn dn—l d
IZ...*}Xn*}anl ! X(] Z 0
J{ﬂ'n J{ﬂ'n —1 J{WO J/ld
_ Jn+1 — dy = dn—1 dy v do
D EUITIAAEN RIS X, z 0

Da X und X exakt sind, gilt im(dy) = im(dg) = Z und da Xj frei ist, folgt somit,
dass eine Abbildung 7y mit dy = dom existiert. Wir nehmen nun als Induktions-
hypothese an, dass mg, 71, ...,T,_1 bereits so gewédhlt wurden, dass d;m; = mi_1d;
fiir alle 0 < ¢ < n gilt. Hierbei ist m_; die Identitdtsabbildung.

Es gilt weiterhin d,,_1m,_1d, = Tp_2dp_1d, = 0.

Also folgt: im(m,_1d,) C ker(d,,_1) = im(d,,).

Da X, frei ist, existiert nun ein Homomorphismus 7, mit dpy Ty = Tp_1dy,.

Per Induktion existiert demnach ein Morphismus 7 : X’ — X.

Nun induziert 7 einen Homomorphismus 7 : Homzg(X,,, M) — Homgzg(X,,, M)
mit 7 (f) = fm,. Weiter gilt 7} (ker(d}:, ) C ker(d},,;) und

7¥(im(d%)) C im(d*) und somit induziert m sogar einen Homomorphismus 7/, :
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ker(d}, - ker(d;,

( “)/nn(d;;) — kel +1)/im(dii,)' i}
Auf ganz dhnliche Weise finden wir einen Morphismus 7 : X' — X der Homomor-
phismen

7 ker( :L+1)/im(d2) - ker(dzﬂ)/im(@;)

induziert.

Um zu zeigen, dass ], Isomorphismen sind behaupten wir nun 7}, = (/)" '.
Beweis dieser Aussage: Betrachte den Morphismus p : ' — X mit p = 7.
Das bedeutet p,, = T, pl =mias, pl, = w7, fir n > 0.
Wir behaupten nun es existieren Homomorphismen o, : X,, — X, 41 mit p,,—id =
dpt10pn + on—1dy, fir n > 0, wobei wir o_1 = 0 setzen.

Um dies zu beweisen, zeigen wir, dass folgendes Diagramm kommutiert:

dn+t1

d dn—1 d
X, —/ X, e L Xo / 0
J{pn_id J{pn—l_id J{Po—id J/O
dn 1 d.,L dn—l d d
X, X1 o X 2 7 0

Im Besonderen ist do(p - ld) = do(d100 + Odo) = do(dla'o) = (dOdl)UO =0.
Also gilt im(pp—id) C ker(dp) = im(dy).
Da X frei ist, existiert also ein gewiinschter Homomorphismus o
mit d10'0 = po—id.
Induktionshypothese: Seien 0,01, ..., 0, bereits wie gewiinscht gewéhlt.
Es gilt:
dn+1(Pn+1 —1id — Undn+1) = (pn - ld)dn+1 - dn+1gndn+1
= (dnJrlUn + O—nfldn)dnqtl - dn+10ndn+1
- dn+10ndn+1 + O-nfl(dndn+1) - dn+10ndn+1
=0
also gilt im(pp41 — id — opdps1) C ker(dp41) = im(dp2).
Da X, 11 frei ist existiert also 0,41 mit d,420,11 = pr+1 — id — opdygq. Per
Induktion folgt also nun die Behauptung und das Diagramm kommutiert.

Um nun zu zeigen, dass p], Identitdtsabbildungen sind muss gelten, dass
(py, —id) f € im(dy), falls f € ker(d},, ;) gilt. Allerdings ist:

(pr, —1d) f = fpn —id) = f(dpt10n + on-1dn)
= fon—1dy,daf € ker(d;, ;)
€ im(dy,).
Es folgt also pl, = w7, = id. B B
Analog funktioniert dieser Beweis fiir p = n7, p: X' — X, also folgt 7/, 7/, = id.
Daher ist nun also 7/, ein Isomorphismus zwischen

ker(d;-‘rl

Vim(az)

und

ker(dzﬂ)/im(&* )

Somit ist der Satz bewiesen. O
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2. Standard Bar-Auflésung

Sei n € N. Betrachte die Sammlung aller Symbole [z1|za]|...|zy],
wobei z; € G\ {id} gilt. Sei B,, das freie ZG—Modul welches durch diese Symbole
erzeugt wird. Fiir z; = idg setzen wir [z1]z2] . .. |z,] = 0. Fiir n = 0 gilt aukerdem,

dass By das freie ZG—Modul ist, welches durch das Symbol [ ] erzeugt wird.
Offenbar ist By = ZG. Daher existiert ein surjektiver ZG—Modul Homomorphismus
do : Bo — Z welcher in Korrespondenz zu der Abbildung € : ZG — 7Z gegeben
durch (3 ,cqng9) = > eqng steht. Fiir n € N definieren wir nun 6, : B, —
B,,_1 als den ZG—Modul Homomorphismus mit

Onlzi|xal. . |on] =21 - [22] - .. |24)

n

+ ) (=D [z |riwigal 2]
=1

+ (=1)"[z1] ... |xn-1]

fir z1,...,2, € G\ {id}.

Die Standard Bar-Auflésung ist nun die freie Auflésung, die durch die Sequenz B der
ZG—Module B,, und den ZG—Modul Homomorphismen §,, beschrieben wird. Da
B, ein freies ZG—Modul ist, ist jedes Element f € Homyg(B,,, M) eindeutig durch
den Wert der [z1]...|z,] bestimmt. Umgekehrt kénnen beliebige Werte in M diesen
Symbolen zugewiesen werden, um so Elemente in Homyg(B,,, M) zu erzeugen. Dar-
aus folgt, dass Homyg (B, M) isomorph zu der additiven Gruppe C™(G, M) ist.
Hiermit kénnen wir zeigen, dass die n-dimensionale Kohomologiegruppe die von der
Sequenz B erzeugt wird isomorph zu dem Quotienten

H™(G, M) = Z“(G,M)/Bn(G’ M)

ist und die Definitionen somit kompatibel sind.

Satz 2.1. Seien A, B ZG-Moduln. Es gilt:
H"(G,A+ B) > H"(G,A)+ H"(G, B)

BEWEIS. Sei {X,,} eine freie Auflésung des trivialen ZG—Moduls Z. So gilt fiir
ncN:
Homyg(X,, A+ B) =2 Homyq(X,, A) + Homza (X, B)
als abelsche Gruppen.
Sei O ein solcher Isomorphismus und seien 7 4, 75 die entsprechenden Projektionen.
Wir sehen m4(0)d} = d}ma(0), sowie mp(0)d}, = d}mp(0). Folglich induziert ©
einen Isomorphismus von H"(G, A+ B) nach H"(G, A) + H"(G, B). O






KAPITEL 8

Auflésbare Untergruppen in symmetrischen und

endlichen linearen Gruppen
MARVIN AGRISTEAN

Im Folgenden werden Obergrenzen fiir die Ordnungen von auflésbaren Unter-
gruppen der endlichen symmetrischen Gruppen und der endlichen linearen Gruppen
gezeigt.

Dafiir muss man aber zunéchst ein paar Sétze wiederholen.

1. Wiederholung

Die folgenden Sétze stammen aus Kapitel 9 und haben im Buch die Numme-
rierungen 9.1, 9.2, 9.3, 9.5 und 9.7. Sie werden hier nicht wortwortlich aufgefiihrt,
sondern es werden nur die fiir die folgenden Beweise relevanten Aussagen erwahnt.
Aufserdem werden die Sétze hier nicht bewiesen.

Grundvoraussetzung:

e Seien G eine Gruppe, die treu und primitiv auf einem F,G-Modul V' ope-
riert,

A ein maximaler abelscher Normalteiler von G,

K die von A erzeugte Unteralgebra,

C der Zentralisator von A in G,

B eine maximale Untergruppe von C, fiir die B/A < G/A abelsch ist,

X ein irreduzibler F,A-Untermoduln von V/,

dy die Dimension von X und

ds die Multiplizitdt von X in V.

Satz 1.1. A ist zyklisch und K = F 4, als F-Algebra.

Sarz 1.2. C ldsst sich als Untergruppe von GL(do, K) realisieren.
Sarz 1.3. G/C ist isomorph zu einer Untergruppe von Gal(K : ).
Sarz 1.4. |B/A| = dimay, (B)r, und |[B/A| < d3.

Sarz 1.5. C/B operiert per Konjugation treu auf B/A.

2. Resultate
Die folgenden Sdtze haben im Buch die Nummerierung 10.1, 10.2 und 10.3.

Sarz 2.1. Sein € N, G < Sym(n) und G auflosbar. Dann gilt:
|G < k"1
fiir einen Konstante k = +/24.

41
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BEWEIS. Der Beweis erfolgt per Induktion nach n.

Fiir n = 1 ist G bereits trivial und damit gilt: |G| =1 < 1 = k°.

Sei nun 2 < n.

Definiere Q := {1,2,...,n} als die Menge, auf der die Sym(n) operiert.
Fall 1: Sei G nicht transitiv.

Dann existieren nicht leere Q, Qs C Q mit Q = Q,UQ,, die eine
G-invariante Partitionierung von 2 darstellen.

Nun ist G isomorph zu einer Untergruppe von G x G2, wobei
G% := G/ ~; fiir die Aquivalenzrelation ~;, welche Elemente
von G nur aufgrund ihrer Wirkung auf 2; unterscheidet, gilt.
Diese G*% sind als Bilder von auflssbaren Gruppen auflésbar.
Um die Auffassung des Rausteilens der Relation als Bild zu
rechtfertigen, kann man die Einschrinkung von Elementen aus
G auf ; betrachten, um so einen Homomorphismus von G nach
Sym(£2;) zu erhalten.

Da die Partitionen beide nicht leer sind, gilt auferdem |Q;| < n.
Damit kann man hier bereits die Induktionsannahme verwenden
und erhélt so:

|G| < |GQ1| " IGﬂzl < k,|Q]\—1 >kk|Qg|—1 < k‘Ql_l.

Fall 2: Sei G transitiv und imprimitiv.

Nun gibt es eine Aquivalenzrelation p auf Q die G-invariant, nicht
trivial und nicht universal ist.

Sei a € Q, Q; = a die zugehérige Aquivalenzklasse und Qs die
Menge der Aquivalenzklassen.

Betrachte #hnlich wie im obigen Fall Gy := G2 := G/p, die
Wirkung von G auf den Aquivalenzklassen. Den Kern der Pro-
jektion von G nach G bezeichnen wir mit N = {g € G|Vw € Q :

wp(g.w)}.
Bezeichne mit as, @z, ..., @jq,| die verschiedenen Elemente von
Q,. N; := N% ist analog auch wieder eine auflésbare Unter-

gruppe von Sym(a;) und N < Nj x ... X Njg,|. Also kann man
hier wieder die Induktionsannahme anwenden:

|G| = [N| % |Ga| < (KIGHI=1)IG2]  kIGal = plol-1,

In die letzte Gleichung fliesst ein, dass || = |21 ]% Q22| gilt. Hier-
fiir kann man sich iiberlegen, dass alle Aquivalenzklassen gleich
viele Elemente haben miissen, da das vertreterweise Rechnen in
G fiir jede nicht triviale Wirkung eine Bijektion zwischen den
Aquivalenzklassen vermittelt. Die Transitivitéit sichert hierbei,
dass alle Aquivalenzklassen untereinander Bijektionen besitzen.

Fall 3: Sei G primitiv.

Setze a0 € (Q fest und wéhle einen minimalen Normalteiler M <G.
Die Endlichkeit von G sichert uns die Existenz dieses Normal-
teilers.

Nach Satz 1.5 gilt bereits G = M x H, fiir den Stabilisator
H < GL(d,F,) von o und || = |M| = p? fiir eine Primzahl p
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und ein natiirliches d.
Fiir 32 < n gilt nun:

G| = |M| * |H| < nx|GL(d,F,)| <nxp’ <nltlest < pn-1,
Fiir n < 31 muss man die iibrigen Fille konkret nachrechnen.
Damit ist die Aussage in jedem Fall gezeigt. 0

Der Beweis des néchsten Satzes ist &hnlich zum obigen aufgebaut. Auch hier will
man die Gruppe wieder anhand einer Eingenschaft aufteilen um die Induktionsan-
nahme zu verwenden. Hierfiir braucht man den Begriff der kompletten Reduzibilitét
flir lineare Gruppen. Dieser sichert uns, dass man den Vektorraum, auf welchem
die Gruppe wirkt, als direkte Summe von G -invarianten irreduziblen Unterrdumen
schreiben kann.

Sarz 2.2. Sei G < GL(d,F,) auflésbar und komplett reduzibel fir geeignete
d,q. Dann gilt:
|G| < q3d72

BEWEIS. Der Beweis erfolgt per Induktion nach der Dimension d.
Fir d =1 ist GL(d,F,) = GL(1,F,) £ F, und damit

|G| < |GL(1,Fy)|=q—1<q=¢"">

Sei V := IFZ und G als lineare Gruppe treu.
Fir den Induktionsschritt sei nun 2 < d.
Fall 1: Sei G reduzibel.

Dann existiert ein G-invarianter echter, nicht trivialer Unter-
vektorraum V; < V. Die komplette Reduzibilitdt sichert uns
auch noch die Existenz eines G-invarianten Komplements V5
mit V = V; @ V,. Analog zum ersten Beweis lassen sich wieder
GVi < GL(V;), die Auflssbarkeit und komplette Reduzibilitéit
von G erben, bilden und man erkennt, dass GG isomorph zu einer
Untergruppe von GV* x G2 ist. Jetzt kann man die Induktions-
annahme verwenden:

|G| < q3dim(V1)—2 » quim(Vz)—Q _ q3dim(V)—4 < g3dim(V)=2 _ qu_Q

q
Fall 2: Sei G irreduzibel und imprimitiv.
Nun existieren Untervektorrdume Vi, V3, ..., V,,,, der Dimension
mmit V=VaVhd.. ¢V,, und G <Sym{V;|1 <i<msy}).
Mit Satz 1.7 erhalten wir, dass G < GG1 ! G fiir transitive und
auflésbare G1 < GL(mq,F,) und G2 < Sym(mg) ist. Mit der
Induktionsannahme und Satz 2.1 gilt nun:

(Gl = [G1]™ ]G] < (g 2y kel < g2
wobei k die Konstante aus 2.1 ist und d = mi;ms gilt.
Fall 3: Sei G irreduzibel und primitiv.

Hier werden die wiederholten Sétze aus Kapitel 9 angewandt.
Dafiir miissen wir aber erstmal die Voraussetzungen schaffen.
Sei d := |G|, A <4 G ein maximaler abelscher Normalteiler, C
sein Zentralisator und K < Endg, (V') die von A erzeugte Un-
teralgebra. Nach 1.1 gilt also ohne Einschrinkung K = FFq, fiir
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einen positiven Teiler d; von d. Setze dy = d/d; fest.
Mit 1.2 erhélt man, dass C' < GL(da,F 4, ) auflésbar ist und
1.3 liefert, dass G/C < Gal(F 4, : Fy) ist und als Galoisgruppe
einer endlichen Koérpererweiterung eines endlichen Korpers ist
G/C zyklisch mit einer Ordnung von maximal d;.
Fall 3.1: Sei 2 < d;.

Hier kann man direkt die Induktionsannahme verwen-

den:

|G| < |G/C|*|C] < dy* (¢")*?72 < >

wobei d; < ¢¥ zusitzlich in die letzte Ungleichung
einfliesst.

Fall 3.2: Sei dy = 1.

Dann ist G/C trivial und damit gilt bereits G = C.
Auflerdem ist die Algebra (A) = K = F,;. Damit ist
|K| < g und weil A bzgl. Multiplikation eine Grup-
pe und Fj ein Korper ist, kann das 0-Element aus K
nicht in A vorkommen. Das ergibt die Abschitzung
|A| < ¢ — 1 fiir die Ordnung von A.

Sei A 4 B < G mit B/A abelsch und maximal in
G/A. 1.4 liefert die Abschitzung |B/A| < d? fiir die
Ordnung von B/A. 1.5 liefert uns die Treue der Ope-
ration per Konjugation von G/B auf B/A und da-
mit G/B < Aut(B/A). Betrachte die Abschétzung
| Aut(B/A)| < d**'°9(d) welche hier nicht bewiesen
wird.

Fiir 45 < d gilt nun die folgende Abschéitzung:

|G| < |A]#|B/A| % |G/B| < (g — 1)  d?*  d**1o2()
< q1+2log(d)+4log(d)2 < q3d—2’

wobei die erste Abschétzung aus zweifacher Anwen-
dung des Satzes von Laplace folgt.

Fiir d < 44 hingegen muss man wieder die einzelnen
Falle konkret nachrechnen.

Damit ist die Aussage in jedem Fall gezeigt. O

Der letzte Satz bietet eine praktische leicht zu merkende Formel, mit der man
auflosbare Untergruppen der endlichen Symmetrischen Gruppen abschétzen kann.

SATzZ 2.3. Sei G < Sym(n) auflosbar und primitiv, fir geeignetes natiirliches
n. Dann gilt:

|G| < n?.

BEWEIS. Sein € N, a € {1,2,...,n} fest, G < Sym(n) auflésbar und primitiv,
M < G minimal und H der Stabilisator von «.
Nach Satz 1.5 ist n = p? = |M| und |G| = |H| * |[M] fiir eine Primzahl p und
ein natiirliches d. Auflerdem kann H mit einer Untergruppe von GL(d, p) realisiert
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werden und ist irreduzibel und auflésbar als Untergruppe der primitiven und auf-
losbaren Gruppe G. Damit ist H insbesondere komplett reduzibel und 2.2 liefert
uns:
|H| < de—Q < p3d — 7’L3.
Damit folgt bereits die Behauptung:
|G| = |H| * |M| <n®%n <n*.






KAPITEL 9

Pybers Satz - fiir auflosbare Gruppen

KARINA TULCHINSKAJA

1. Ziel des Vortrags

Das Ziel dieses Vortrags ist es, den folgenden Satz von Pyber zu beweisen:

Ot

Die Anzahl auflésbarer Gruppen G der Ordnung n = pi"* -...- pj.
mit Sylow-p;-Untergruppen P4, ..., P ist hochstens n8#+278833
wobei 1 = p(n) = max{ay, ..., oy} ist.

Als Korollar erhalten wir eine obere Schranke fiir die Anzahl der auflésbaren
A-Gruppen G der Ordnung n.
Dieser Vortrag orientiert sich an [Enumeration of Finite Groups, §15].

2. Notationen, Erinnerungen, erste Uberlegungen
n sei durchgehend fest und n = p{* - ... p2* die Primfaktorzerlegung. P, ..., Py

seien p;-Gruppen der Ordnungen |P;| = p{. & sei eine Familie dieser Gruppen.

Fy, ..., F} seien die maximalen normalen p;-Untergruppen von G. Es gilt also F; <
P;. Die davon erzeugte Untergruppe ist die Fittinguntergruppe von G. Wir be-
zeichnen diese mit F'. Es gilt F' = F} X ... X Fy, F ist also das Produkt seiner
Sylow-p;-Untergruppen.

Sei A; = Aut(F;) und A = Aut(F). Es gilt A = Ay x ... x Aj.

Sei Z das Zentrum von F und seinen 71, ..., Z;, die Zentren der Fi, ..., F}. Es gilt
Z =7y X ... x Zy. Die Z; sind die Sylow-p;-Untergruppen von Z.

Sei H = G/Z. Die Sylow-p;-Untergruppen von H sind Quotienten der Sylow-p;-
Untergruppen von G. Wir bezeichnen diese mit Q; = P;/Z;.

Es ist also Z eine Untergruppe von G und H der entsprechende Quotient. Das
bedeutet, dass G eine Gruppenerweiterung von Z durch H ist. Diese Tatsache wer-
den wir benutzen, um den Satz von Pyber zu beweisen.

3. Vorbereitung

LEMMA 3.1. Seien die zwei Gruppen Z und H wie oben gegeben sowie eine
Wirkung von H auf Z. Dann ist die Anzahl der Gruppen G, die Erweiterungen von

47
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Z durch H sind und deren Sylow-p;-Untergruppen Py, ..., Py sind, hochstens
k

[Iei" <.

i=1
BEWEIS. Erweiterungen von Z durch H sind Gruppen G, fiir die die Sequenz
1—-Z72—G—H—1

exakt ist. Sei H2(H,Z) die Menge der Aquivalenzklassen solcher Erweiterungen,
deren Sylow-p;-Untergruppen in & liegen, also genau die P, ..., P, sind. H2(H, Z)
enthilt alle Isomorphieklassen solcher Erweiterungen, also wollen wir |H%(H,Z) |
abschéatzen.
Aus Z = 7y X ... X Zj, folgt fiir die Kohomologiegruppen

H*(H,Z)= H*(H,Zy) x ... x H*(H, Z}).

Man kann nachrechnen, dass die Einschriinkung dieses Isomorphismus auf H2 (H, Z)
liefert, dass

(2) HY(H,Z) = HZ (H,Z1) x ... x H3, (H, Zy)

gilt, wobei &; die p;-Gruppe P; und fiir j # i die p;-Gruppen Q; = P;/Z; enthélt.

Da @Q; — H injektiv ist, ist die induzierte Abbildung auf den Kohomologiegruppen
H*(H,Z;) — H*(Q;, Z;) injektiv.

Auch hier wollen wir uns auf die fest gewahlten Sylow-p;-Untergruppen Py, ..., Py

beschranken, daher schranken wir obige Abbildung auf Hg (H, Z;) ein. Das liefert,

dass

(3) H3.(H, Z;) = H{p,(Qi, Z;) injektiv

ist. Aus (2) und (3) folgt

k k

(4) |H3(H,2) | < [[1HS.(H, 2)| <[] 1Hp, (@i Z0)),

i=1 i=1
daher schétzen wir [H?p,(Qi, Z;)| ab.
Die Sequenz

1—Z,— P —Q;, —1

soll exakt sein. Die drei Gruppen Z;, P; und @; sind gegeben, daher miissen wir
abschétzen, wie viele Abbildungen fiir die Pfeile

Z1—>P1undPl—>Qz
in obiger Sequenz moglich sind.
Zuerst untersuchen wir den Pfeil Z; — P;. Wegen Z; < P; ist | Z;| = pf * fiir ein §; <
«;. Die fiir diesen Pfeil moglichen Abbildungen sind genau die Homomorphismen
Z; — P;, die injektiv sind und deren Bild ein Normalteiler in P; ist. Thre Anzahl
ist beschrankt durch

|[{Homomorphismen Z; — P;}|
=|{Abbildungen {es,...,es,} = Pi}|, e1,...,es, Erzeuger von Z;

=|py|% = pifi.
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Nun betrachten wir den Pfeil P; — Q;. Es gilt |Q;| = |Pi/Zi| = p®*~"". Die mog-
lichen Abbildungen fiir diesen Pfeil sind genau die surjektiven Homomorphismen
P, — @Q; mit Kern Z;. Eine obere Schranke fiir ihre Anzahl ist

[{Homomorphismen P;/Z; — Q;}|
= ildungen {f1,..., fa,—5.} = Qi}|, fi,...s fo,—s, Erzeuger von P;/Z;
Abbild Froe faiopi} = Qi}ls frse fai—p, E Pi/Z
:|Q_‘ai—,8i :p(ai—ﬁi)Q
7 [3 ‘

Insgesamt erhalten wir eine obere Schranke fiir die Anzahl méglicher Pfeile durch

B B2 8 —Bi)as 2
piazﬂz . pl(‘al Bi) S p?zﬁz . pfoh Bi)a — pzo‘ .
Nach dieser Abschétzung zusammen mit (3) ist

k E E
a2 o
|H§’(H7Z) | < H ‘H{Qpi}(Qia Zz)‘ < Hpi ¢ < Hpi H=nt
i=1 i=1 i=1
eine obere Schranke fiir die Anzahl der Gruppenerweiterungen von Z durch H mit
Sylow-p;-Untergruppen P4, ..., Py. O

DEFINITION 3.2. Sei G eine Gruppe. Wir definieren
Mss(G) = {H | H ist maximale auflésbare Untergruppe von G}.

An dieser Stelle fassen wir die Resultate, die wir im néchsten Teilkapitel brau-
chen werden, als ein Lemma zusammen. Fiir die Herleitung siehe [Enumeration of
Finite Groups, §15.1].

LEMMA 3.3. (i) Sei M < A; eine auflosbare Untergruppe der Ordnung |M| =
pix; mit p; 1 x;. Dann gilt x; < p?ai.
2 -
(i) Es gilt [Mss(4;)] < p?ﬁzmsgd und Mss(A) = Mss(A47) X ... x Mss(Ay),

somit [Mss(A)| < ntt+278833,

4. Pybers Satz fiir auflésbare Gruppen

SATZ 4.1. Die Anzahl aufliésbarer Gruppen G der Ordnung n mit Sylow-p;-
Untergruppen Py, ..., Py ist hochstens
P BH+278833

BEWEIS. Wir wissen bereits, dass wenn G gegeben ist, die beiden Gruppen
Z und H eindeutig sind. Umgekehrt sahen wir in Lemma 3.1, dass wenn Z und
H gegeben sind, héchstens n* Gruppen G mit Sylow-p;-Untergruppen P4, ..., Py
Erweiterung von Z durch H sein konnen. Die Kernidee dieses Beweises ist es, ab-
zuschétzen, wie viele Paare von Gruppen Z, H auftreten kénnen, sodass Z =
Z(F(GQ)) und H = G/Z fiir eine auflésbare Gruppe G der Ordnung n mit Sylow-
p;-Untergruppen Pi, ..., P gilt.
Wir wollen die Beweisidee noch etwas ausfiihrlicher durchgehen. Angenommen, F'
ist bekannt. Dann sind Z und A, das Zentrum beziehungsweise die Automorphis-
mengruppe von F, eindeutig. Die Konjugationswirkung G — A hat den Kern Z,
somit kann man H = G/Z als Untergruppe von A auffassen. Da G auflosbar ist,
ist auch H auflosbar, also ist H in einer maximalen auflésbaren Untergruppe von
A enthalten. Die Moglichkeiten fiir H zdhlen wir ab, indem wir mithilfe von Sylow-
systemen die Untergruppen von Elementen aus Mss(A) zidhlen und die Schranke
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fiir [Mss(A)| aus Lemma 3.3 benutzen. Damit beginnen wir den Beweis.

Sei M € Mss(A). Es gilt M = My X ... x M mit M; = M N A; € Mss(4;). Wir
wahlen Ry, ..., Ry als Teil eines Sylowsystems von M aus. Das Sylowsystem einer
Untergruppe H von M ist von der Form @1, ..., @ mit Q; = H N R;. Wir kénnten
also die Anzahl der Untergruppen von M durch die Anzahl der Moglichkeiten fiir
Ri,..., R und Qq, ..., Qr mit Q; < R; abschétzen.

Es gilt R; = Rj1 X ... X Ry, wobei die R;; Sylow-p;-Untergruppen von M; sind. Sei

Da Ry, ..., Ry ein Sylowsystem ist, gilt R,R; = R.R,, und daher ist X; eine Un-
tergruppe von Mj, also auch X; < A;. Da X; das Produkt von p;-Gruppen fiir
i=1,...,k, i # jist, gilt p; | X;|. Wir kénnen Lemma 3.3 anwenden und erhalten

1X;] < p?aj. Das zeigt, dass |R;;| fir ¢ # j nicht allzu grof ist. Wir bréuchten
auch eine dhnliche Schranke fiir |R;;|, da die Anzahl der Mdglichkeiten fiir H von
allen |R;| = |R;1| ... | Rix| abhéngt. Dafiir wollen wir die Ry, ..., Ry durch Sy, ..., Sk
ersetzen, sodass @); < S; erhalten bleibt und |S;| klein ist.
Wir definieren S;; als

o Rij 5 fallsz;éz

YR fallsi =
wobei ¢; = m; o ¢ die Verkettung der Konjugationswirkung ¢ : G — A und der
Projektion 7; : A — A; ist. Und S; definieren wir als

Si = Sil X ... X Sik-

Es gilt ¢;(P;) = m(P;/Z;) = m(Q;). Aus der Definition von S; und @Q; < R; folgt
Q; < S;. Fiir |S;;| haben wir die Schranke

|Sii| = |¢s(P)] < | Ps| = pf*.
Wir {iberlegen uns, welche weiteren Abschétzungen nétig sind, um die behauptete
Schranke n8#++278833 herzuleiten. Dazu definieren wir die vier Zahlen
ny =  Anzahl der Mdglichkeiten fiir F'
no =  Anzahl der Mdglichkeiten fiir M, gegeben F
ng =  Anzahl der Mdglichkeiten fiir Sy, ..., Sk, gegeben F, M
ng =  Anzahl der Méglichkeiten fir Q1, ..., Qk, gegeben F, M, Sy,..., Sk

Wir haben uns bereits iiberlegt, dass
n1 - ng - ng - ng > Anzahl der Moglichkeiten fir H

gilt. Fiir Z gibt es nur eine Mdoglichkeit, wenn F gegeben ist. Und pro gegebenes
Paar Z, H gibt es héchstens n* Moglichkeiten fiir G nach Lemma 3.1. Insgesamt
gilt

ny - ng - ng - Ny - n* > Anzahl der Moglichkeiten fir G

Jetzt widmen wir uns den Abschétzungen fiir diese vier Zahlen.
Es gilt FF = F} x ... X Fy.. Da F; < P; gilt, ist F; von bis zu «; Elementen von P;
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erzeugt. Also gibt es fiir F; hochstens |P;

@ Moglichkeiten, daher gilt
k

k
2
o g Qiph
- I < I =
=1

=1

k
i=1

Es gilt ny = |Mss(A)|, Lemma 3.3 liefert die Abschétzung

(6) no < n;r‘r278833.

Nun widmen wir uns der Abschétzung von ns. Zunéchst schitzen wir die Anzahl
der Moglichkeiten fiir Ry, ..., Ry ab. Diese sind Teil eines Sylowsystems von M. Da
alle Sylowsysteme von M konjuiert sind, gibt es héchstens |M| Stiick, und

k
M| < 1Al = [T 144

i=1

< H |F;|"*, wobei ; < a; die minimale Anzahl der Erzeuger von F; ist

=1
k k ) k
<[Iipe =TTwi < T <o
i=1 i=1 i=1

Als néchstes miissen wir abschétzen, wie viele Si, ..., .S, fiir gegebene Ry, ..., R
existieren. Bei der Wahl von F wird auch eine Einbettung F' — P festgelegt, somit
auch eine Konjugationswirkung P; — A;. Diese ist gerade die Einschrinkung der
Konjugationswirkung ¢; : G — A;. Da S; iiber R; und ¢;(P;) definiert ist, sind
S1, ..., Si eindeutig bestimmt durch F und Ry, ..., Rg. Daher gilt

(7) ng < nt.

Schliefslich widmen wir uns n4. Dazu schitzen wir die Anzahl der Untergruppen
der S, ..., S; ab. Eine Untergruppe @; < S; ist von bis zu «; Elementen von S;
erzeugt, daher ist

k k o
na < [ 18i" < (H5i|> :
=1

i=1
Mit
k k k
[T1sit =TT (1l -15ual) < TT (v o) = T ol = "
i=1 i=1 i=1 i=1
folgt
(8) ng < n.

Aus (5), (6), (7) und (8) folgt, dass

pHH278833 p 4 P SH+278833

ny-ng-n3-ng-nt <nt- P ent =

eine obere Schranke fiir die Anzahl der auflésbaren Gruppen der Ordnung n mit

Sylow-p;-Untergruppen P, ..., Py ist. O

KOROLLAR 4.2. Die Anzahl auflésbarer A-Gruppen G der Ordnung n ist hochs-

tens
P BH+278834
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BEwEIS. Die Sylow-p;-Untergruppen einer A-Gruppe sind abelsch. Es gibt
héchstens m abelsche Gruppen Gruppen der Ordnung m nach [Enumeration of

Finite Groups, 17.3], also gibt es hochstens p{” - ... - pi* = n mdogliche Paare von
Sylow-p;-Untergruppen P, ..., P, einer Gruppe der Ordnung n. Mit Theorem 4.1
folgt die Behauptung, da n - n311278833 — 8u+278834 O
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